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Einleitung. 


Die Untersuchung der Evoluten der Einhüllenden von 
geraden Linien bei der Bewegung eines ebenen unveränder- 
lichen Systemes in seiner Ebene führte R. Müller! zu gewissen 
Ketten von Punkten und Kreisen, die er Rückkehrpole und 
Rückkehrkreise, Wendepole und Wendekreise nannte Für 
die Koordinaten des n!® Rückkehr- und Wendepoles gibt 
R.Müller Rekursionsformeln an, welche die Krümmungsradien 
der beiden Polkurven, die Koordinaten des entsprechenden 
(n—1)'* Poles und die Ableitung der letzteren nach der Bogen- 
länge der Polbahn enthalten. Die explizite Darstellung der 
Koordinaten der höheren Pole führt er allgemein nur bis zum 
dritten Pol. Für einige spezielle Fälle werden dagegen weiter- 
gehende Resultate gefunden. Insbesondere ergibt sich eine 
explizite Darstellung der Koordinaten des n'“" Wendepoles, 
wenn die Polbahn eine Gerade ist. Auch für den Fall, dab 
beide Polkurven Kreise sind, ist’es möglich, einige Verein- 
fachungen der genannten Rekursionsformeln herbeizuführen. 
Es sei noch bemerkt, dal alle hier genannten Koordinaten- 
darstellungen sich auf die momentane Polbahntangeente und Pol- 
bahnnormale als Koordinatenaxen beziehen, und daß R. Müller 
die angegebenen Resultate auf wesentlich geometrischem Wege 
gefunden hat. 

Im Archiv der Mathematik und Physik, III. Reihe, XVIl. 
Heft 1, leitet M. Krause die Theorie der höheren Pole auf 
anderem und zwar analytischem Wege her. Er gelangt ins- 
besondere zu einer expliziten Darstellung der Koordinaten der 
Rückkehr- und Wendepole in bezug auf ein beliebig in der 
festen Ebene angenommenes Koordinatensystem. Diese Dar- 
stellung erlaubt uns nicht nur, die Lage der höheren Pole in 


! Beiträge zur Theorie des ebenen Gelenkviereckes, Braunschweig 1897 
(Festschrift), abgedruckt im 42. Bande der Zeitschrift für Mathematik und 
Physik. 
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irgend einer Systemlage festzustellen, sondern auch die Bahnen 
‚der höheren Pole zu verfolgen. 

Die vorliegende Arbeit soll nun eine Weiterführung der 
Müllerschen Untersuchungen hinsichtlich der Rückkehr- und 
Wendepole sein unter Zugrundelegung der genannten Arbeit 
von M. Krause. Der Gedankengang ist etwa der folgende. 

Zunächst wird die schon von R. Müller entwickelte Theorie 
auf mehrfacheın Wege wieder abgeleitet, sodann werden einige 
andere Koordinatendarstellungen der höheren Pole gegeben, 
darauf folgt eine Betrachtung der Mittelpunkte der Rückkehr- 
und Wendekreise und der zweiten Schnittpunkte derselben. 
Den Schluß der allgemeinen Theorie und damit des ersten 
Kapitels bildet eine Untersuchung der Bahnen der höheren Pole. 

Das zweite Kapitel der Arbeit beschäftigt sich mit der 
augeenblicklichen Anordnung und den Bahnen der höheren 
Pole bei einigen speziellen Bewegungen, welche durch Angabe 
der beiden Polkurven charakterisiert sind. Es bereitet im all- 
gemeinen große Schwierigkeiten, die Koordinaten des n!“ 
Rückkehr- und Wendepoles bei vorgelegten Bewegungen aus 
den angegebenen Formeln wirklich zu berechnen, besonders 
wenn zur Bestimmung der Bewegung die Polkurven gegeben 
sind. Bei den von uns behandelten Fällen gelingt es jedoch, 
die Koordinaten der höheren Pole in eine einfache Form zu 
bringen. Aus diesen Koordinatendarstellungen lassen sich 
dann leicht einige geometrische Folgerungen ziehen. Es ge- 
langen diejenigen Bewegungen zur Untersuchung‘, bei welchen 
die Polkurven zwei Kreise sind, ferner die, bei welchen die 
Polbahn eine Gerade, die Polkurve eine Kreisevolvente ist, und 
endlich diejenigen, bei welchen beide Polkurven Kreisevolventen 
sind. Zu den erstgenannten Bewegungen bemerken wir, dab 
sich unsere Untersuchungen wesentlich von denjenigen unter- 
scheiden, welche R. Müller für diese Bewegungen angestellt 
hat. Die Müllerschen Betrachtungen bestehen :in der Auf- 
stellung der genannten Rekursionsformeln für die Koordinaten 
der höheren Pole und der Ableitung einer Konstruktion der 
höheren Pole aus den Rekursionsformeln, während wir eine 
explizite Darstellung der Koordinaten der höheren Pole in 
bezug auf ein festes Koordinatensystem geben, die erhaltenen 
Formeln für die Koordinaten einer eingehenden geometrischen 
Diskussion unterwerfen und schließlich eine von der Müllerschen 
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verschiedene Konstruktion der höheren Pole aus unseren 
Formeln herleiten. | | 

. Das dritte Kapitel geht von der schon von R. Müller 
gefundenen Tatsache aus, daß in jedem Augenblick sämtliche 
Wende- und Rückkehrpole auf der Polbahnnormale liegen, 
wenn die Polkurven zwei Kreise sind. Wir stellen uns zu- 
nächst die Aufgabe, sämtliche Bewegungen zu finden, bei 
welchen in jedem Augenblick sämtliche Wende- oder Rück- 
kehrpole auf einer durch den Pol gehenden Geraden liegen. 
Diese Fragestellung wird: dann nach zwei Seiten hin verallge- 
meinert. Einerseits werden diejenigen Bewegungen gesucht, 
bei welchen in jedem Augenblick sämtliche Wende- oder Rük- 
kehrpole vom n!“" ab auf einer Geraden liegen. Besonders 
eingehend wird der Fall n—=1 behandelt, wobei natürlich die 
fragliche Gerade im allgemeinen nicht mehr durch den Pol 
gehen soll. Andrerseits werden die Bewegungen besprochen, 
bei welchen in jedem Augenblick vom n!® Wende- oder Rück- 
kehrpol ab sämtliche Wende- oder Rükkehrpole nach dem 
Modul k auf k Geraden verteilt liegen. Besonders ausführlich 
wird der Fall k—=2 untersucht. 


Erstes Kapitel. 


Entwicklung der allgemeinen Theorie der höheren Wende- 
und Rückkehrpole sowie einiger anderen damit zusammen- 
hängenden Punkte und Kurven. 


Sal: 
Darstellung der Fheorie der höheren Pole, -wenn die 
rechtwinkligen Koordinaten des Anfangspunktes des 
beweglichen Systems als Funktionen des Drehwinkels 
gegeben sind. 


"Wir rentnehmen tier "dern yder Einleitung genannten 
Arbeit von M. Krause die folgenden Untersuchungen. 

Die Bewegungsgleichungen eines ebenen unveränderlichen 
Systems können: in die Form gebracht werden: 

ct=4A+£cost—nsint, y=b-+£sint+ncost, 

wobei x, y die Koordinaten eines Punktes der beweglichen 
Ebene in bezug auf ein in der festen Ebene befindliches 
Koordinatensystem, & n die Koordinaten desselben Punktes 
in bezug auf ein in der beweglichen Ebene befindliches 
Koordinatensystem bedeuten. a und b sind als Funktionen des 
Drehwinkels t gegeben. Wir nehmen an, dal in der beweg- 
lichen Ebene eine gerade Linie gegeben sei, die wir durch 
die Gleichungen darstellen wollen: 


E=ucosa-tm, n=usina+m,, 


wobei u ein veränderlicher Parameter ist. 
Die Einhüllende der geraden Linie, die bei Bewegung 
des unveränderlichen Systems entsteht, hat die Gleichungen: 


z=f() +cos(t+a)[f (t)sin( +a)—o;(t) cos(t-+a)], 
y-=9(d)+sin(t+a) [fo (sin (t+a)—9(t) cos (t+a)], 
wobei gesetzt ist: | 


p=m sin a—m, cosa, fh ()=a-+tp sin (+0), 9 d=b—pcos(t-+a). 


er FREE 


M. Krause findet schließlich den 
Behrsatz: Versteht'man’unter:n eine'gerade Zahl, so 
lauten die Koordinaten der n!® Krümmungsmittel- 
punkte: 
n=mHrecosttafn W=mn(d+sin(t +a) Fr, 
wenn man unter #„, n(t) und @,(t) die Größen versteht: 
Frn)=ht)snt+a)—_— mn (Ücos(t-+a), 


be db d’a Ara. Rn ; dr +1b 
In (dan, Fr N 1)" ne; ar 


(D) 
da d?Db BA + d2r+la 
I Fri Er + na et Mar nt 


Wersteht man unter n eine ungerade Zahl, sorbe- 

halten die Gleichungen dieselbe Form, nur an Stelle 
. 7T 
Doneerst zu setzen At7Z. 


Die Größen’ u,, v®„ leisten der Gleichung Genüge: 


(1) [un fn + [en - PR ’+ [un Ron) -Trn- er dm) =0, 
die wir auch schreiben können: 
(2) [in — nt 1)? + [Un — Pn-+ 1 (Ü)’— [un — n+1(d)] on 
+ ln —- md) ad) =. 

Es ist dieses die (rleichung eines Kreises, welcher durch 

die Punkte: 
wehrt), memd Untı=latı(l), UIntı=Pn+ı(d) 

hindurchgeht und über der Verbindungsslinie beider als Durch- 
messer beschrieben worden ist. 


Müller nennt den definierten Kreis den nt“ Rückkehr- 
kreis, den Punkt u, v%, den (n—1)!®* Rückkehrpol. 


Vermöge der Bemerkung: 


d DET 
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dıun 
wird die Gleichung der Tangente im Punkte u,, %: 
(u — u,„) sin (t+ a) — (v— v,) cos(t+a)—0 
oder also: 


In — fn (t)] sin (+ oJ — |v — o, (Ü] cos (t+ a) —0, 


d.h. die Tangente geht in jedem Augenblick durch den (n- Eier 
Rückkehrpol. Es folgt daher der 
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Lehrsatz: Die Punkte der n'“® Evoluten, welche in 
jedem Augenblick zu den Berührungspunkten derEin- 
hüllenden mit den entsprechenden Geraden gehören, 
liegen alle auf einem Kreise, dem n Rückkehr 2 
Die Normalen, die in den genannten Punkten an die 
n‘* Evolute gelegt werden können, gehen alle durch 
einen Punkt, den n® Rückkehrpol. Die Gleiechas 
des definierten Kreises sowie die Koördinatende q 
Rückkehrpoles sind bekannt. 


Zu jeder Bewegung gehört eine umgekehrte Der 
wegungsgleichungen lauten: 


E=n4+xcost —ysnt, n-=b, +xsint, +1ycos Bo 
wobei gesetzt ist: | 


a„,=—acost +bsint, d,=-asint —bceost, L=—t. 


Wir gelangen hier zu analogen Punkten und Kreisen wie 
bei der direkten Bewegung. Diese Punkte und Kreise nennt 
Müller entsprechend (n—1)'* Wendepole und n‘* Wendekreise. 


Auch hier ist alles bestimmt, insbesondere lauten die 
Koordinaten des (n—1)'” Wendepoles in bezug auf das 
(En)-System: 

db d?a 
EA EN 
WmM=U—N, A N, 18 ELUN 


da d?b 
m uıh Ar, N, Er _—... 


. 


Für einige Betrachtungen empfiehlt es’ sich’ aber or 
Wendepole mit Hilfe der Größen a, b, i darzustellen und zwar 
deren Koordinaten in: bezug auf das (xy)-System. In dieser 
Hinsicht findet M. Krause den Lehrsatz: Die Koordinaten 
des (n-1)!r Wendepoles in bezug auf das (xy)-System 
lauten, wenn n eine gerade Zahl ist: 


0 n 
——t1 dna — +1 dih 
2 . 


(I) wenn n eine ungerade Zahl ist: 


ni Ne. 
— dad — UN 
| a+(—1) ? Zn DH): om: 


Zweite Darstellung der Theorie auf Grund von Linien- 
koordinaten. 


Die im vorigen Paragraphen zusammengesteilten Formeln 
und Sätze aus der genannten Arbeit von M. Krause wollen 
wir nun mit Hilfe von Linienkoordinaten von neuem ableiten. 


Die Gleichung einer beliebigen Greraden des (£n7)-Systemes 
‚läßt sich in die Form bringen: 

(1) uetun +1l—0. 

u, v sind die Koordinaten dieser Greraden im (&n)-System. 


Haben nun a, b, £ die im vorigen Paragraphen genannten 
Bedeutungen, so sind die Koordinaten eines Punktes &,n des 
beweglichen Systemes in bezug auf das feste: 


cs—=a+tE£&cost—nsint, y=b+Esint+n cost, 
woraus folgt: 
Ee=(2—-a)cost+(y—b)sinn, „= (z—a)sint+(y—b)cost. 
Die (rerade, welche im beweglichen System die Gleichung 


(1) hat, wird im festen System im Augenblick £ durch die 
Gleichung | 


xc(u cos t—v sin + y(u sin E+v cost) 1l-+v(a sin t—b cos t) 
—ula cos t+b sin = 
dargestellt, welche wir auch schreiben können: 


ucost—vsint 
1+v(asint —b cos t)J—u(a cost-+b sin t) 
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uvsint-+vcost 


Tr —() 
u) l+v(asin t—b cos t)J—u(a cos t-+b sin f) nr ; 


Die Koordinaten dieser Geraden sind in bezug auf das 
(ey)-System: 
Dr 


u cos t—v sin t a 
A) l-+v(a sint—bcost) —u(acost+bsint) ’ 
1 


u sint-+v cost 


| EIS nie 
4 1+v(a sin t—b cos —u(a cost+bsint) 


Bei veränderlichem £ sind dies die Gleichungen der von 
der Systemgeraden 4, v umhüllten Kurve, wobei a und b 
Funktionen des Parameters £ sind. 
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Ist nun a der Richtungswinkel der Geraden u,v im (En)- 
System und p der Abstand derselben vom Anfangspunkt des 
beweglichen Systemes, so gilt: 

(2) sin. a— —- Pu, cos pp. 

Multiplizieren wir die Gleichungen (1) im Zähler und Nenner 

mit 9, so erhalten wir mit Rücksicht auf die Beziehungen (2): 


ae — sin (£+«) RR TR cos(t-+«) 
( ep sin (t+a)—bcos(t+e)' na, (t+«)—bcos(t+e) 


als Gleichungen der Einhüllenden der Systemgeraden p, a in 
Linienkoordinaten mit dem Drehwinkel als Parameter. 

Um nun die Gleichungen der Evolute der Einhüllenden 
in Linienkoordinaten zu finden, bedenken wir, daß die Evolute 
einer Kurve von den Normalen der letzteren umhüllt wird, 
und daß die Normalen im Berührungspunkte der Tangenten 
mit der: Kurve auf denselben senkrecht stehen. Verstehen 
wir jetzt unter 4, v die laufenden Linienkoordinaten, so ist die 
Gleichung des Berührungspunktes der Tangente U, V mit der 


Kurve: AN dt 
dt dt 
au av a 
dt dt dt. dt 
Seine rechtwinkligen Koordinaten lauten daher: 
AV | dU 
dr: AN wet 
(3) re U dv? 20 Yv au nV 
dt dt ee 


Die Normale muß nun durch diesen Punkt gehen und 
senkrecht auf der Tangente U, V stehen. Die Koordinaten U,, 
V, der Normalen müssen also die beiden Gleichungen erfüllen: 
dV dU 
de 2 HI 
dv ware 


1 
; 
tg 


sr DV 
7 dt 
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und | 
UDO, FIN 
Zutolge dieser Beziehungen nehmen die gesuchten Ko- 
ordinaten die Werte an: | 
dV dU dV dU 


er 
ber on Dr re ot 


rer ae, 


er 


Ist £ veränderlich, so stellen diese Gleichungen die erste 
Evolute der durch die Gleichungen (I) definierten Kurve dar: 


Als (rleichungen der zweiten Evolute ergeben sich dann: 


r dV, ra, r dV, zedl, 

Re er RER 7 Be ed U 
22 dv, en ET, INNERE, 
eg Bırgp Ve 2 ur 

USW. w* 

Durch Differentiation der Gleichungen (Il) erhalten wir: 
dU 608 (t+«) F+sin (t+«) EN LEN sin (t+«) F+cos (t+.«) F' 
Due Ile GE IAz £ 


wenn unter F und £#’ die Funktionen verstanden werden: 


F=p-+asin(t+a)—bcos(t-+.a), 


Ib\ la 
Fr—cos(t+a)[a— 2) + sin e+ m (d+ 48) 


- Dann wird: 


ee er IL Ve 
an 


Setzen wir nun noch: 
ka MH —b, 
KHeRM-RM), AM=AM+LEM), 


so erscheinen die Gleichungen der ersten Evolute in der Form: 


U k: ——i 8/0) (t + @) V Ex —ein (t En «) 
ı Albycos(t+a)+p, ($sin(t+a)’? 1 Flbecos(t+a)+g,(hsin(t+a)' 


Durch ganz ähnliche Rechnung finden wir als Gleichungen 
der zweiten Evolute, wenn wir zur Abkürzung 
RÖ-hH-ANM BAUM =-MUÖTAN 
einführen: 


DE sin (t+«) ivee —cos(t+«) 
2 gtt)cos(t+«)—F,(t)sin(t+«) ’ 2 9(b)cos(t+«)— f,(t)sin(t+.«) ' 


Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie dieGleichungen 
der ersten Evolute, nur daß an Stelle der Größen 


a, KW, 9 (Ü) 
die Größen getreten sind: 


a+-; r(), 9 (t). 


er 


Unter solchen Umständen werden sich bei den folgenden 
Evoluten ähnliche Formen ergeben. Setzt man allgemein: 


Rd h-Md- ml, RAM =m-ı Mm), 
so folgt der 

Lehrsatz: Versteht man unter n eine gerade Zahl, 
so lauten die Koordinaten der Tangentender® 
luten der Einhüllenden aller Systemgeraden mit dem 
Richtungswinkel a: 


TE sin(t+«) EN vie —cos(t+.«) 
ont) cos(t+«)—fn(Ü)sin(t+«)’ gm (t) cos(t+«)— n(t)sin(t+e)' 


Versteht man unter n eine ungerade Zahl, solauten 
die Koordinaten der Tängenten der n» Rasse 
ebenso, nur ist an Stelle von a zu setzen ar 

Daß die Funktionen f„(f), 9„(t) die in den Formeln (I) des 
vorigen Paragraphen angegebenen Werte haben, ist ohne 
weiteres ersichtlich. | 

Ist nun n gerade, so hat die Gleichung der Tangente der 
n*® Evolute für einen Wert von a zufolge unseres 


Satzes die Form: 


-c sin (+ a)—y cos (t+a)+ @n(t) cos (+ )W—fn(t) sin (+ a) = 

Diese. Tangente geht aber für er a durch den Punkt 
nd, nd, dem (n—1)!"® Rückkehrpol. An diesem Resultat 
wird nichts geändert, wenn n ungerade ist, da ja dann nur a 
durch + zu ersetzen ist. 

Um die n!® Krümmungsmittelpunkte der Einhüllenden der 
Systemgeeraden zu finden, brauchen wir nur. die Berührungs- 
punkte der langenten der n!® Evoluten mit denselben zu suchen. 

Nach den Gleichungen (3) sind die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten dieser Berührung'spunkte: 


ae A, en cn dVn 
en :(P» rer ) Im [9 dt 0,7) 


wobei die Beziehungen bestehen: 


dUn  eos(t+e)- Pa -sinit a) Fn Fy 


dt 7 


ee Fe no Una 
dt dt 2 


dt F? 
i N 


ee 3 A 


wenn Are Funktionen F, und fy„ die Bedeutung haben: 

Fa = Pt) cos (t+a)--fn(t) sin (t-+.a), 

Fa = cos (t+ a) [a(t) — nt] — sin +0) [rl + MO]. 

Aus diesen Betrachtungen folgen als Koordinaten der n!* 
Krümmungsmittelpunkte: 

z—= nl) + cos(t+a) An, y=mlt)+ sin (+a)A,, 
wobei gesetzt ist: E 
An —= M(t) sin (t+a)— gr(t) cos (t-+ a). 

Ein Blick auf den ersten Lehrsatz des vorigen Paragraphen 
zeigt uns, daß die von uns gefundenen Werte genau mit dem 
Resultat von M. Krause übereinstimmen. 

Wir können hiermit diese Untersuchung abbrechen, da die 
folgenden Betrachtungen mit denen von M. Krause völlig 
übereinstimmen würden. 

Es sei erwähnt, daß 7 Ph. Weinmeister, durch die ge- 
nannte Arbeit von M. Krause angeregt, mit Hilfe der von 
ihm eingeführten polaren Linienkoordinaten die ersten beiden 
Lehrsätze des ersten Paragraphen bewiesen hat. Da wir die 
polaren Linienkoordinaten benutzen wollen, um den zweiten 
der genannten Sätze zu verallgemeinern, so wollen wir auch 
die Arbeit von Weinmeister hier wiedergeben. 

Weinmeister versteht unter den polaren Linienkoordi- 
naten das vom Anfangspunkt auf die Gerade gefällte Lot 
und den Winkel, welchen jenes mit der £-Achse einschließt. 

Ist in diesen Koordinaten eine Kurve durch die Gleichung: 


gegeben: r=f(), 
so lautet die Gleichung ihrer Evolute: - 
Rh 9-3). 
oder bei Achsendrehung KR den Winkel zZ: 
| "=f‘(#). 
Die Gleichung der n‘" Evolute ist dann, wenn eine 
Achsendrehung um den Winkel n = stattgefunden hat: 
Dia), 
Die rechtwinkligen Koordinaten des Berührungspunktes 


der Tangente mit der Kurve sind: 
Carl. 2 


re dr 
(4) No dr sind, Yermür, cn 


Eine Systemgerade habe nun im beweglichen System 
die Koordinaten p, ®, im festen dagegen r, d. Ist Z wieder 
der Drehwinkol, so besteht die Beziehung: 


®—=t+o. 


Verstehen wir unter a und b die Koordinaten des An- 
fangspunktes des beweglichen Systems, so hat die Einhüllende 
der Systemgeraden 9, ® in Weinmeisterschen Koordinaten 


die Gleichung: r=acosd+bsin®d+p. 


Hieraus folgt als Gleichung der nt" Evolute: 
„_ dn(a cos 9) dr (b sin #) 


din din =. 
bezogen auf ein Koordinatensystem, welches gegen das frühere 
um Nn« 5 Sedrehtrist 


Wir können die Gleichung der n!*" Evolute auch schreiben: 


i Y=ucos® +vsind, 
wobei gesetzt ist: 


dra dn—ı1b dn-2a 
Tan 1 gan dan 

dnb dn—1q dn—2b 

ii = W == en 

d 1 1 d.yn—1 2 d 9Nn—2 


Da 9 —=t+w und w®== konst. ist, können wir in diesen 
Formeln t an Stelle von ® setzen. Bedenken wir noch, daß 
die Koordinaten u, v auf ein Achsenkreuz bezogen sind, welches 


gegen das ursprüngliche um den Winkel nn vedreht ist, 


und dab Nm Nn_m ist, so gehen die hingeschriebenen Feormes 
in die Formeln (I) des ersten Paragraphen über, wennsyr 


x 7T 
das neue Achsenkreuz um den Winkel - NT drehen. 


Die Größen u,v sind unabhängig von w. Aus der Gleichung: 
ucosd®d vsind®d— r—0 

ergibt sich daher, daß in jedem Augenblick die Tangenten der n!® 
Evoluten der Einhültenden aller Systemg’eraden durch den Punkt 
u, v gehen, der von R. Müller der (n—1)' Rückkehrpol ge- 
nannt worden ist. 

Die Koordinaten der Berührungspunkte der ITangenten 
der n“" Evoluten mit denselben haben nach den Gleichungen 
(4) die Werte: 


ya 


du dv . } 
2 u-(Gr 0050 + Ep sin 3) sin d, 


du dv 


v—u+ [47 0058477 sin» |cos. 


Hieraus folgt aber: 
du dv 


+ yo yon lau) 
d. h. es liegen in jedem Augenblick die n'" Krümmungs- 
mittelpunkte der Enveloppen aller Systemgeraden auf einem 
Kreis, den Müller den n!® Rückkehrkreis genannt hat. 
Die Mittelpunktskoordinaten dieses Kreises sind: 


1 do 1 dw 


(0) N engem Choläreryerrn 


Die Koordinaten U, V des n“" Rückkehrpoles werden 
bestimmt mittels der Gleichung der (n+1)' Evolute. Diese 
wiederum wird gefunden aus der Gleichung der n#“* Evolute: 


Y=Ucos®+vsin®d 
durch Differentiation und Einführung des Winkels Den für 9, 


wenn wir das Achsensystem beibehalten wollen, auf welches 
die Gleichung der n!“ Evolute bezogen ist. Als Gleichung 
der (n+ 1)!“ Evolute finden wir: 


r— (" — 5) cos® + [v +5) sin®—Ucos®-+ Vsin®. 

Die Koordinaten des n'® Rückkehrpoles haben also die 
Ben De | dv > du 

Tee il az ner rz 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (5) sehen wir sofort, daß 
der nt Rückkehrkreis über der Verbindungslinie des (n—1)!° 
und n!® Rückkehrpoles als Durchmesser beschrieben ist. 

Hiermit schließt die Weinmeistersche Arbeit. 

Wir fassen nun die Enveloppe einer beliebigen System- 
kurve ins Auge. Die Gleichung der Systemkurve sei: 

e— fo). 

Haben aundb dieselbe Bedeutung wie vorher, und ist # 
der Winkel, den das vom Anfangspunkt des festen Systems 
auf die Tangente der Systemkurve gefällte Lot mit der x-Achse 
bildet, und zwar das Lot auf diejenige Tangente, welche die 

9% 


oe 
Systemkurve in ihrem Berührungsspunkt mit der Einhüllenden 
berührt, so hat die Gleichung der Enveloppe die Form: 


(6) r—=4cosd+bsin®+f(o) 


wobei 


»—=t+® 


ist. @ ist irgend eine Funktion des Drehwinkels t, also 


W.— 9, (t). E 
Dann ist: 
d—=t+p(). 
Hieraus bestimmt sich t als eine Funktion von ® etwa: 
ra), 


sodaß =g(d) als eine Funktion von # angesehen werden 
kann. 


Es folgt nun durch Differentiation: 2 
dt dw dnt dr 
I ge nn una 
de daher aba 
ds Er I as Dadtneage 
Da _ Ba (di\®, da, dt db _ am (ar\e, an au 
d.92 dt? ds dt... a927° da d$ di. d92: 


ea ee le er are ee teen a. „ee ee berg ee, ad an le wem leer wie ea In ee 


dt \n d2t d3t dn-it da dnt 
(a6) tagt Agatı tr Ann Tara 


dna SR ana 


dyn dtn 
dndb dndb [dt\n det dst dr-ıt db dnt 
dyn den le ever 


Die Größen A und DB sind gewisse Funktionen von ®, 
die uns nicht weiter interessieren. 


Ferner ist: 
df(®) Ä dw d2f(w) B dw \2 ; d?w 
en tal) Hr 


Anl) my an [Lo \r Boden 
Br ren er 


dr-1io 


_ dRo 
ie On (0) Gan: 


an+i1f(w) _ nf do \n+1 d?w dd w 
ee ds Homer na, 


AN ; dn+iw 
ch Dat 


Die Größen C und D sind ebenfalls angebbare Funktionen von #. 


DT. 


Die Gleichung der n!* Evolute der Hüllbahnkurve findet 
sich aus der Gleichung (6) durch nmalige Differentiation: 


. dn(a cos 9) dn(b sin $) ANnf(w) 
AR RTET) T NÜRTSERIFTRRENE RT TE 
Hierfür können wir schreiben: 
T=WUcosd+vsind—+ nn 
wobei gesetzt ist: Re 
FR dna dn—ıb dn—2q 
Ba ee ie een Ben 
dnb dn—la dn—2b 


el er a 

Wir betrachten jetzt alle diejenigen Systemkurven, welche 
in ihren Berührungspunkten mit den Hüllbahnkurven eine 
(m + 2)punktig berührende Tangente besitzen. 

Hat eine Systemkurve im augenblicklichen Berührungs- 
punkt mit der Einhüllenden einen Wendepunkt, so ändert & 
in diesem Augenblick seinen Wert nicht. Hat eine System- 
kurve im genannten Punkte eine 4punktig beruhrende Tangente, 
so ändert ® auch im nächsten Augenblick seinen Wert nicht. 
Hat endlich eine Systemkurve im Berührungspunkt mit ihrer 
Enveloppe eine (m-+ 2)punktig berührende Tangente, so ändert 
& in diesem Augenblick und in den (m—-1) folgenden seinen 
Wert nicht. 

Es bestehen daher für alle Systemkurven, welche in 
einem Augenblick eine (m-+ 2) punktig berührende Tangente 
im Berührungspunkt mit ihren Einhüllenden besitzen, die 


Gleichungen: 
Busa), d2 KR d3 u, a dm IE, dm+1w +0 
EEE EEE ER TIERE DOT, Dergeg dym+1 ’ 


Die vorhin zusammengestellten Formeln nehmen für die 
genannten Systemkurven in diesem Augenblick die folgenden 


Werte an: 

dt . dtn AN * 
— =. we v —) a 

RE 1: TE Er Sl Ra RE 
dna  dna dnb db le io a 
den — din’ ke u A er 
Aanf(w) > ar 
en Fre 1 HANUN 


Für n>m gelten diese Bemerkungen nicht mehr. 


per EN ren 


Die Koordinaten der Tangenten der n‘“ Evoluten aller 
derjenigen Hüllbahnkurven, die in dem. betrachteten Augen- 
blick die entsprechenden Systemkurven in Punkten der 
letzteren berühren, die eine (m +2) punktig berührende Tangente 
besitzen lauten: 


r—=ucos®-+vsind,d, 
wobei gesetzt ist: 


dRa dn—ıb dn—2q 
den I din sera ya 
dnb dn—1qa dn—2b 


N U ee 


unden a2, een sseinekanne 

Für n>m verliert diese Aussage ihre Richtügker 

Wir sehen nun ohne weiteres, daß wir die Betrachtungen, 
die Weinmeister bei der Untersuchung der Einhüllenden 
von Systemgeraden für jedes n anwandte, jetzt für jedes n <m 
anstellen können. | 

Unter solchen Umständen folgt der 

Lehrsatz: Istn eine der Zahlen 1,2,...m, sole oo 
die Punkte der n!® Evoluten, welche in jedem Augen- 
blick zu solchen Berührungspunkten der Einhullenes; 
mit den entsprechenden Systemkurven vehoren wm, 
im .Berührungspunkt eine (m+2) punktig berührende 
Tangentebesitzen,alleaufeinem Kreis. Die Fansen 
die in den genannten Punkten an die n Evolur zz 
lest werden können, gehen’alle durch emen un. 
dieses Kreises Die Gleichungen der dena 
Kreise, sowie die Koordinaten "der letztsenannıen 
Pünktessindshekannt 

Dieser Satz enthält den zweiten Lehrsatz des vorigen 
Paragraphen als Grenzfall in sich, nämlich wenn m unendlich 
groß wird. Sind aber sämtliche Ableitungen von w nach # 
gleich Null, so ist ® konstant. ' Die Systemkurve ist speziell 
eine (terade. 

Zufolge unseres Satzes brauchen wir bei der Definition 
des n!® Rückkehrkreises und des (n—1)!® Rückkehrpoles 
nicht von den Einhüllenden der Systemgeraden auszugehen, 
sondern wir können der Definition die Einhüllenden aller der- 
jenigen Systemkurven zugrunde legen, welche im Berührungs- 
punkt mit ihren Enveloppen eine (Ra+2) punktig berührende 
Tangente besitzen. 


BE 


Unser Satz enthält den von R. Müller aufgestellten 
Lehrsatz in sich: Die Krümmungsmittelpunkte der Evoluten 
sämtlicher Hüllbahnkurven, welche die entsprechenden System- 
kurven in Undulationspunkten derselben berühren, liegen in 
jedem Augenblick auf einem Kreis, der durch, den ersten 
Rückkehrpol geht. 


Ziehen wir die umgekehrte Bewegung in Betracht, so 
finden wir leicht, daß unsere Aussagen entsprechend für den 
n‘e" Wendekreis und den (n— 1)!” Wendepol gelten. 


Su 
S . 
Andere Darstellungen der Koordinaten der Rück- 
kehr- und Wendepole. 


Sind z, y die Koordinaten eines Punktes der beweglichen 
Ebene in bezug auf ein in der festen Ebene befindliches 
Koordinatensystem, &,n die Koordinaten desselben Punktes in 
bezug auf ein in der beweglichen Ebene befindliches Koordi- 
' natensystem, so bestehen die Beziehungen: 


(1) 2z—=4a+£cost—nsint, y—=b+E£sint+ncost. 


a und b sind dabei als Funktionen des Drehwinkels t anzu- 
sehen. Bedenken wir, daß der mit dem momentanen Drehung's- 
pol einer Systemlage zusammenfallende Systempunkt die 
_ Geschwindigkeit Null hat, so finden wir die Koordinaten des 
momentanen Poles in bezug auf das in der beweglichen 
Ebene liegende Koordinatensystem, indem wir z und y nach 
t differenzieren und die erhaltenen Ausdrücke gleich Null 
setzen. Auf diese Weise erhalten wir als Koordinaten des 
Poles im beweglichen System: 


da. db. dar abe 
=, sint— „cost pP) 7, ostt 7, Sint. 


(2a) -Fld 
Mit Rücksicht auf die Gleichungen (1) ergeben sich als 
Koordinaten des Poles in bezug auf das in der festen Ebene 


liegende Koordinatensystem: 


da 


(2) »—f—a-T., Y=rl—bt Tr 


Nach den Formeln (I) des ersten Paragraphen können 
wir die Koordinaten des (n—1)!" Rückkehrpoles schreiben: 


db db d? 
2 nt (2) m (a 


12 d3b 
da 
Yan) b ee (+40 


d?2b  d3 


Frwägen wir die Beziehung: 
(n— m + (N — Ym-ı = Nm, 
so folgt durch leichte Rechnung die weitere: 
Nm — Nm t Nm... + 1 eNn— N-)mı >= (NL m- 


Vermöge der Gleichungen (2) gelangen wir zu dem 


Lehrsatz: Sind‘ f (d, ot) ‚die Koordinaten a 
momentanen Poles in bezug auf das (zy)-System, so 
lauten die Koordinaten des (n—1)!® Rückkehrpoles 
bezogen auf das (zy)-System: 

ah -n-I), Pe H-(n 1, O+.... 

+ rn Varferd HN nm -DarpetDl)t..., 
ma=ed+R-Drd-n-Ded—.... 
HA rer + darf) + 


wenn t den Drehwinkel bedeutet. 


(l) 


Wir erkennen, daß der höchste in diesen Ausdrücken 
vorkommende Differentialquotient dieselbe Ordnungszahl hat 
wie der Rückkehrpol, dessen Koordinaten durch diese Aus- 
drücke dargestellt werden. 


Ist n eine gerade Zahl, so sind die Koordinaten des 
(n— 1)‘ Wendepoles im («y)-System nach den Formeln (H) 
des ersten Paragraphen: 


nn 
, ra 


£ n N dnb 
Era—dr- dar din’ An a 


den 


Hierzu addieren wir die Größen: 


db db Ma Ba dub de-ıb 

dt Ra 
bez. 

da ER da db d2b dn-ia 3 dn-1ia 

de de deren gend: 


und finden: 


BEREITEN. 


.db db da da  ..dn-ib - dn=-ıh n , „dna 

er, a Ex ee a een 9A 
naar ad +72 dt? Teer dtn-ı dtn-ı +1)3 din‘ 
da da , db d2b dn-iqa dn-1q N dnb 

== ee | 0 eg Ale — er, 
Nn1—b+ dt t7R dt2 Teer dtn-ı dtn- DE dtn 


Granz ähnliche Ausdrücke erhalten wir, wenn n ungerade ist. 
Die angegebenen Koordinatenwerte lassen sich in die 
Form bringen: 


db db da d2a do d3b  dta 
Sn [a el 3% u 7 (Ge ae) Zee ae 


d d d2b d?b 3a d? di! 
re rt et 

Beachtet man nun die Formeln (2), so ergibt sich der 
folgende 

Poanualz sind ot ,armite sdie-Koördinaten des 
momentanen Poles in bezug auf das (&y)-System, so 
lauten die Koordinaten des (n—1)!® Wendepoles be- 
zogen auf das (xy)-System: 


ed" +... +-Drfen) 

I) een 

| N A 
+(- Ye HDdM+..... 

wobei { den Drehwinkel bedeutet. 

Auch in diesen Summen hat die höchste vorkommende 
Ableitung dieselbe Ordnung'szahl wie der Wendepol, dessen 
Koordinaten durch diese Summen dargestellt werden. 

Durch Differentiation der Gleichungen (2a) finden wir, 
wenn wir die Beziehungen (2) erwägen: 


(32) F=f(lcost+p()sint, Pltl)= (tl) cost— f(f) sint, 
woraus folgt: 
(3b) FHdA= F'(lt) cost— P'(t)sint, (tl) = F'(t)sint+ D’(t) cost: 
Durch ° wiederholte Differentiation dieser Gleichungen 

folgen die Relationen: 
(4 Fw(t)— A„cost+ B„sint, Bw(t) = B,cost— Aysint, 
wobei gesetzt ist: 

(Aw) +1) 1, rd)... 
a) = pn) in, Fra) nm, +... 


und: 
5), FA == (u cost — .D, sin ti ot) —= D„cost+ (sin t, 


Er 


wenn man unter (0, und D,„ die Funktionen versteht: 
= FR H—(n — 1), Pr H— (n—1,FrTMH-+...., 
DD), = ER hd +n— 1), Fr) — (n—1, Pr aM... 
Infolge der Gleichungen (4) ist auch: 
(6) An=F@(t) cost— B®R(d)sint, B),—= Bft) cost + F@(Ü)sint. 
Vermöge der Bemerkung: 
m m + m 1m = m 
folgt die Beziehung: 
1+2,+3,+.:.+n— 1a-3=Mm-2: 
Bei Berücksichtigung der Gleichungen (4a) und (6) er- 
halten wir nun nach einiger Rechnung: 


n-)od+n-),fd—(n-1),P"l)—...=Enıcost+ G,ısint, 
rn -) fd —(n-1,0"d — (n-1,f"d+...= Gn.1cost— Eyısint, 
Be Pd+P Od DB" d—..., D.=Ro- Dh Bay 


Zufolge dieser Betrachtungen gelangt man bei Beachtung 
der Formeln (Il) zu dem 

Lehrsatz: Sind f(),o(t) und Ft), D(dieKoordinaten 
des momentanen Poles im festen und im beweglichen 
System, so lauten die Koordinaten des (n—1)!® Rück- 
kehrpoles in bezug auf das (zy)-System: 
en nf) — En-ı cost — Gy-ısint, 
( YyYa=ed-+ Gy cest— E,„_ısint, 
wenn E%„_1.und @,-ı die Bedeutung haben: 
E, =D) +HE")-9" N)... HN) H-IDRHI)H.., 
Hash) -Dd-Fd+... + DNIH+-IVFeFYd+.. 
und? der Drehwinkelkser 

Wiederum nach einigen leichten Rechnungen ergibt sich 
mit, Falter der. Kormeln“(b): 


Hd — FH —P"(l)+....—=Mcost+ N sin t, 
ro +Pe"d— f"(d-—:... = N cost— Msint. 

Ist die (na—.1)!° die höchste in den links stehenden Summen 
vorkommende Ableitung, so sind unter M und N die Funktionen 
zu verstehen: 

M=(n—1, Pk) —(n—1,Ff"d)—(n—1, 2" W)-+...., 

N=(n—l), FH +(n—1,2 d)—(n—1),F"d-+..... 


OT 


Die Formeln (II) liefern uns nun den folgenden 

Zehrsatz:sVerstehtmanunter f(d),o() und AND (it) 
die Koordinaten des momentanen Poles in bezug auf 
Bun dersiesten bezern ler’beweplichen Ebenerbe- 
findliche Koordinatensystem, so lauten die Koordi- 
naten des (n—1)!® Wendepoles bezogen auf das (x y)- 
Systeni: 


(IV) NE — rd + Mai cost-+ FE sin t, 


Nn-ı = Pl) —Nn—ı cost-+ My_ı sin t, 
wobei vesetzt ist: 
Mas3=(n—1), Pi) — (an —1),F" lt) — 

.. + 1 (n-2), Fer H+ I (n-Y)rrı Der DdHD+..., 
Man), F(d+n-1), 9) 

..+(- 1 Ur-12), Pr Rn -Y)r fr TOM +.... 

Auch in den Formeln (III) und (IV) stimmt die Ordnung's- 

zahl des Rückkehr- bez. Wendepoles überein mit derjenigen 


der höchsten in den genannten Ausdrücken vorkommenden 
Ableitung. 


S 4. 
ntereunchungsdemzweiten Sschnittpunkte der Ruück- 
kehr- und Wendekreise. 

Sind fn(t), gu(l) die Koordinaten des (n—1)!® Rückkehr- 
poles, so ist nach den Gleichungen (1) und (2) des ersten 
Paragraphen die Gleichung des n!® Rückkehrkreises: 

1) EA +WY- RU + Tem) -[y-rE TR = 0 
oder auch: 

e—n+1( + [y—Pn+Hı der + d]PRd 

+ly—Pn+ (d] rd). 
Ist die Gleichung des (a1)! Rückkehrkreises in der 
Form (1) gegeben, so lautet dieselbe: 
e<-nHM+ WY-9nHMI+ Le Aa+ı dlPR+ı(E) 
- Y-Mm+Hı Yard). 
‘Um nun die beiden reellen Schnittpunkte des n'" und 
(n-+1)!® Rückkehrkreises zu finden, gehen wir folgender- 


maben vor: 
Wir bilden die Differenz der Gleichungen (3) und (2): 


Be In+ 1 (#)] [Pn+ı (Ü)-+ 9 ()] : ee Pn+ ı(d)] In+ 1 (£) + mW], 


& 


(3) 


woraus folgt: 


—In+ı(t) = Yy—onxı(] Int) + nd) 


Int) HR) 
Durch Einsetzen dieses Wertes in die Gleichung (2) 


finden wir: 
Y— Pn+ı(t) — 0 
oder: 


B-RrHO AH HR + rd + RT] | 

= LAU EERGEE DOES ZU ZER GE RU EZ OEL] 

Die erste Gleichung sagt aus, daß der n'* Rückkehrpol 

ein Schnittpunkt der betrachteten beiden Rückkehrkreise ist, 

was uns ja schon bekannt ist. Aus der zweiten der erhaltenen 

Gleichungen ergeben sich als Koordinaten des zweiten Schnitt- 
punktes des n'® und (n+ 1)!" Rückkehrkreises: 


Ind) fn+ı du!) Pn+ 1) ' ' 
— a )+onld|, 
Teer 
| on Mfn+ı td) —In(Ü)Pn+ı() / IR 
RT, ce t Ü)]. 
a RGET To ee zo) 
Diese Formeln drücken die Koordinaten des zweiten 
Schnittpunktes des n!" und (n-+ 1)!" Rückkehrkreises durch 
die Koordinaten des m—1)!'® und n!® Rückkehrpoles und 
deren Ableitungen nach dem Drehwinkel aus. 


Q) 


Mit Hilfe der im zweiten Paragraphen erwähnten Be- 
ziehungen: 


(4) "= fn-ı(t) — Mn-ılt), HH) —-Mmald)+ In-ı (?) 
können wir die Koordinaten des zweiten Schnittpunktes des 
nn und (n-+1)" Rückkehrkreises auch schreiben: 


Un (Don ‚d+m) m) 
1710720 E10 27200 
/ ae W BL 
yaont)+falt) — 7 2) ont 
In diesen Formeln sind die Koordinaten des zweiten 
Schnittpunktes des n!“" und (n +1)!" Rückkehrkreises durch 
die Koordinaten des (n—1)'* Rückkehrpoles und deren ersten 
beiden Ableitungen nach dem Drehwinkel ausgedrückt. 
Ferner istvaber auch: 


DR ZA) ZEN TOT RT EN En BRNO EETUER RE) 
rd) + nr. d—n+ı( =D | 


1»- a 2), 


(U) | 


wobei gesetzt ist: 
n+2(t), Pn+a(t), 1 
D= In+ı(d), Pn+ıld), 1 
RO mh, 1 
Als eine weitere Darstellung der Koordinaten des zweiten 
Schnittpunktes des nt und (n-+1)te® Rückkehrkreises finden 
wir nun leicht die folgende: 
D- |9+:)-n)] 
In+ a + Ind) 
2: IAn+.d-n®)] 
IPr+. dm + Irre 


wenn D die angegebene Determinante bedeutet. 


2 — n+1 (£) a1 [ 
(III) 


Y=9Pn+ıld) — 


Diese dritte Darstellung der Koordinaten des zweiten 
Schnittpunktes des nt" und (n+ 1)!®® Rückkehrkreises enthält 
die Koordinaten des (n—1)t, nten und (n-+ 1)! Rückkehr- 
poles, aber keine Ableitungen. 

Es istnun D=2J,, der doppelte Inhalt des Dreiecks, be 
aus den (n+ 1)t®, ner und (n— 1)!® Rückkehrpol gebildet wird. 

Sind ferner yn 1, 9, Y%n—ı die drei in Rede stehenden Rück- 
kehrpole,.s0 sind "die Strecken n41= UnYn-+ 1 In Un 1 Un 
&R=Yn-—ıWYn +ı die Durchmesser des (n+1)!® und n!® Rück- 
kehrkreises und die Entfernung des (n+ I)! Rückkehrpoles 
vom (n— 1)ter, 

Die dem nt und (n-+1)!e" Rückkehrkreis gemeinsame 
Sehne $,„ hat die Länge: 


On gar: 


D 
vlnr dm + rd 
Zufolge unserer Bezeichnung können wir hierfür auch 
schreiben: 
In 


en 


Sl 


d. h. die gemeinsame Sehne hat die Länge des vom nt Rück- 
kehrpol auf die Verbindungslinie des (n—-1)!®® und (n +1)! 
Rückkehrpoles gefällten Lotes. 


Aus den Formeln (III) folgt sofort: 
Y—-Pn+ıl) _ fn+2.(d nt) 
nt) rd 
d.h. 8, steht senkrecht auf der Verbindungsgeraden y,_ı Yn-+ı- 


ae 


Wir erhalten somit den 


Lehrsatz: -Der zweite Schnittpunkt des a] 
(n+ 1)! Rückehrkreises ist der Fußpunkt de 2 
ntm Rückkehrpol auf die Verbindungslinie des n—I)te 
und (n1)® Rückkehrpoles’gefallten Bote» 


Die Wendepole sind die Rückkehrpole der umgekehrten 
Bewegung. Der Drehwinkel t der umgekehrten Bewegung 
ist gleich (—t,), wenn jetzt {, der Drehwinkel der direkten 
ist. Sind nun f„(#), @n(t) die Koordinaten des (n—1)ten Wende- 
poles in bezug auf das in der beweglichen Ebene befindliche 
Koordinatensystem und ist {£ =—t der Drehwinkel der direkten 
Bewegung, so stellen die Formeln (I), (OH) und (UI) die 
Koordinaten des zweiten Schnittpunktes des nt und (n + I)! 
Wendekreises in bezug auf das in der beweglichen Ebene 
liegende (&n)-System dar. 

Wir wollen noch die Koordinaten des zweiten Schnitt- 
punktes des n! und (n+ 1)" Wendekreises in bezug auf 
das (zy)-System aufstellen, wenn die Koordinaten des (n —1)t®r, 
nt und (n+ 1)! Wendepols im (zy)-System bekannt sind. 

Bedeuten F,(t), D„(l die Koordinaten des (n — 1)! 
Wendepoles im (xy)-System, so lauten die Gleichungen der 
Verbindungsgeraden des (n— 1)!® und (n-+ 1)ten Wendepoles 
und der durch den nt" Wendepol gehenden Normalen derselben: 

v- OF. 0-1 Full dn+ dB] —0 
und: 
Y—-Pa+rı(d]T Pr+2. Ed) — DPD, dr —- FH O]|F n+2( )— Ft ))=0. 

Als Koordinaten des Schnittpunktes beider Geraden, 
welcher nach dem soeben ausgeesprochenen Satze der gesuchte 


Schnittpunkt des n!® und (n+ 1)! Wendekreises ist, erhalten 
wir nach kurzer Rechnung: | 


["- #0 3 
Dar, 


A» [Dar - DM] 
[dr - HP + nr.) Fri 
nn A le Fr 
[Pr+.)- rd’ + nr) Fr 


Y— Dr )+ 


wobei gesetzt ist: 
Fn+2(), Pn+2(), 1 


A Iyrılh), D,-ılt), 1 
Bnkt), Dil rd 


ee 


Die Formeln (IV) stellen also die Koordinaten des zweiten 
Schnittpunktes des nt und (n-+ 1)! Wendekreises im (2Y)- 
System durch die Koordinaten des (n— 1)!®, nten und (n+1)t 
Wendepoles bezogen auf das (xy)-System dar. 


Steht nun in irgend einem Augenblicke die Verbindungs- 
gerade des (n 1)! und (n+1)!®® Rückkehr- bez. Wende- 
poles senkrecht auf derjenigen des nt und (n+2)te, so ge- 
höremsan diesem Augenblick. dern“ (n +1) und (n + 23% 
Rückkehr- bez. Wendekreis einem Nullbündel an, wie leicht 
aus dem zuletzt ausgesprochenen Lehrsatz folgt. Man sieht 
auch ohne weiteres, dal die Umkehrung dieser Bemerkung 
gilt. Aus diesen Betrachtungen fließt der 

Behrsatzalseogenin iroendeinem Augenblick alle 
Rückkehr- bez. Wendepole vom (n—1)!et bis mt" nach 
er menodul»Faur zweiszu einander senkrechten Gre- 
Sa averteilarospehorenun diesen, Augenblickwalle 
Rückkehr- bez. Wendekreise vom nt@ bis mt@ einem 
Nullbündel an und umgekehrt. 


S5. 
Untersuchung der Mittelpunkte der Rückkehr- und 
Wendekreise. 
Sind f„(t), @n(t) die Koordinaten des (n—1)t®® Rückkehr- 
poles, so lauten die Mittelpunktskoordinaten des nt Rückkehr- 
kreises: 


1) shit Heat). 


Infolge der Gleichungen (4) des vorigen Paragraphen 
können wir hierfür schreiben: 


(2) hd) Yemdtzl. 


Mit Rücksicht auf die Formeln (I) des dritten Paragraphen 
lassen sich die Koordinaten des Mittelpunktes des nt" Rück- 
kehrkreises in die Form bringen: 


Ch = rd ap M)-a,f"(t) mir 
HN HN Hd, 
Y—Ph)+ta Fl) ap" (t) — 
HN) HN fer, 


(d) 


wobei gesetzt ist: 
1 2n—k 


Bedeuten F',(t), D„(t) die Koordinaten des (n—1)t® Wende- 
poles in bezug auf das (zy)-System, so sind die Koordinaten 
des Mittelpunktes des nten Wendekreises bezogen auf das 
(ey)-System: 


(3) — 5 [Rt ++) 5 [Bud + Pa+ıM)). 


Aus den Formeln (II) des dritten Paragraphen geht aber 
hervor, daß die Koordinaten des Mittelpunktes des nten Wende- 
kreises sich von denen des nie" Wendepoles nur dadurch 
unterscheiden, daß das letzte Glied durch 2 geteilt ist. Wir 
können demnach sagen: 

Ist n eine gerade -Zahl, so lauten die Koordinaten des 
Mittelpunktes des n!® Wendekreises in bezug auf das (xy)- 
System: 


= +")... +(-DTEfRO, 


ER HLd-HH+.. +-DTEgr). 


Ist n eine ungerade Zahl, so sind dieselben: 


(ILa) 


n—1 # 


dt d—.. HD 2m) 


n+11 
fr”. 


(IIb) 


in = od Ne 
Der Inhalt des Dreieckes, welches aus den Mittelpunkten 
des nt, (n + 1) und (n + 2)! Rückkehrkreises gebildet wird, 
hat den Wert: 
i nd) + fn+ı), Pn Ü)+Pn+ıl), 1 | 
(4) Sn n+ıl)+ fn+2(t), Pn+ıll)+ Pn+alt), 1 
fata + fn+s(d, Ent) + Para), 1] 
oder auch: 


ER In+2.(d) —- nd) Pn+2(t) — Pn(t) 
er fn+3(d) —n+ı(d, Pn+3(d) — Pn+1ı(d) 
Sollen nun die Mittelpunkte des nt®t, (n + 1)te® und (n + 2)" 
Rückzehrkreises auf einer Geraden liegen, so muß zufolge der 
soeben hingeschriebenen Determinante gelten: 


(5) Pn +2) — nd) en On+3(t) — Pn-+ı(t) | 
In +2) — nt) fn+s() — In+ı() 


u Re 


d.h.: Es müssen der (n—1)*® und (n-+ 1)t® Rückkehrpol und 
der n‘® und (n+ 2)! Rückkehrpol auf zwei Parallelen liegen. 
Ist aber die Bedingung (5) erfüllt, so liegen die Mittelpunkte 
der betrachteten drei Rückkehrkreise auf einer Geraden. Wir 
gelangen zu dem 

Lehrsatz: Dann und nur dann liegen die Mittel- 
punkte des na, mn+1)'®, ...mten Rückkehrkreises auf 
einer Geraden, wenn vom (n—1)!® bis zum mt Rück- 
Febrpolsalleooeraden.und allesungeraden Pole auf 
zuewrarallelen legen. 

Diese Aussage gilt natürlich auch für die Wendekreise 
und Wendepole, die Rückkehrkreise und Rückkehrpole der 
umgekehrten Bewegung. 


Die Determinante (4) können wir in die folgenden zerlegen: 


RC eK 1 0) | Tn+1() Pn+ı(t) 1 
8I— |fn+ılt) Pntıl) 14 Fn+2lt) Pn+2ld 1 
fn+2(t) Intel) II Ifn+3(t) Pn+3(t) 1 


ar dr Pat d-Pn) 


en 


Ist nun 
Be In+ıd)-—- m), On+ıd-- nt) 


In+3:) —n+2() On+3()—Pn+2(t) 


so ist der Inhalt des aus den Mittelpunkten der drei be- 
trachteten aufeinanderfolgenden Rückkehrkreise gebildeten 
Dreieckes gleich dem vierten Teile der algebraischen Summe 
era iohaltendernDreierke, die aus. dem (n-— 1)‘, ntenlung 
(nr + 1)ven Rückkehrpol und dem nt, (n-+ I)!" und (n +2) 
Rückkehrpol gebildet sind. 


Istsaber Al nsos6iült: 


(6) PIn+3) = Intel) _ Int) Pn(d) 
nd) Mntr.) Fr) Fnkd) 
und umgekehrt. 

Die Gleichung (6) sagt aus, daß die Verbindungslinie des 
(n—1)t® und nten Rückkehrpoles parallel derjenigen des 
(n + 1)t m und (n + 2)!" Rückkehrpoles ist. 

Wir erhalten somit das Resultat: 

Carl, d 


en 


Be 


Bedeutet Y,den rtmRückkehrpol und ist %,_ı YlYrıı Para, 
so beträgt der Inhalt des Dreieckes, welches aus den Mittel- 
punkten des nt", (nl)! und (n +2)! Rückkehrkreises 
gebildet ist, den vierten Teil der algebraischen Summe der Drei- 
ecke _ı u Pnxı und 9, Parı Pn+., wobei der Umlere 
aller Dreiecke so bestimmt ist, daß wir von den Punkten 
niederer Ordnung zu den Punkten höherer Ordnung fortschreiten. 


8.6: 
Untersuchung der Rückkehrpolbahnen und 
Wendepolkurven. 


Die momentanen Drehungspole der einzelnen Systemlagen 
erfüllen bei der Bewegung eines ebenen Systemes im ruhenden 
und im beweglichen System je eine Kurve, die man wohl Pol- 
bahn und Polkurve nennt. Ebenso wie die Pole erfüllen nun 
auch die Rückkehr- und Wendepole in beiden Systemen Kurven, 
die wir analog Rückkehrpolbahnen und Rückkehrpolkurven, 
Wendepolbahnen und Wendepolkurven nennen wollen. Bei 
Umkehrung der Bewegung werden Polbahn und Polkurven 
mit einander vertauscht, während von den soeben definierten 
Kurven die Rückkehrpolbahnen und Wendepolkurven einer- 
seits und die Wendepolbahnen und Rückkehrpolkurven andrer- 
seits ihre Rollen wechseln. 


Ausallen unserenKoordinatendarstellungen derRückkehr-und 
Wendepole geht hervor, daß wir den momentanen Pol sowohl als 
nullten Rückkehr- als auch als nullten Wendepol ansehen können. 
Dann ist die Polbahn zugleich die nullte Rückkehr- und Wende- 
polbahn und die Polkurve die nullte Rückkehr- und Wendepol- 
kurve. Während sich später die Wendepolbahnen und Rückkehr- 
polkurven für spezielle Lagen der höheren Pole von Bedeutung 
zeigen werden, wollen wir hier einige Formeln und Sätze her- 
leiten, die sich auf die Rückkehrpolbahnen und Wendepolkurven 
beziehen. Alle Aussagen, die wir über Rückkehrpolbahnen 
machen, können wir sofort entsprechend auf die Wendepol- 
kurven übertragen, die ja nur die Rückkehrpolbahnen der um- 
gekehrten Bewegung sind. . Dabei ist zu beachten, daß der 
Drehwinkel der umgekehrten Bewegung  =—t ist, wenn £ 
der Drehwinkel der ursprünglichen ist. 


N © 


Sind fn(£), Pn(t) die Koordinaten des (n—1)t®® Rückkehr- 
poles, also f, d=f(t), 9, (d = gt) diejenigen des Poles, so gelten 
nach dem zweiten Paragraphen die Beziehungen: 

In+ı (Ü) 2: MH —Pr(d), Pn-+1 (f) or Pn(t) +fn (£). 

Aus diesen Formeln folgt aber sofort die Gleichung: 

8 (t) -F on (£) z= In+ı() —fn Gllez [Pn-+ı ()— 9 (t)]”. 

Verstehen wir unter s, die Bogenlänge der nt Rückkehr- 
polbahn und unter d„ den Durchmesser des nt Rückkehr- 
kreises, so finden wir, da ja der nt® Rückkehrkreis über der 


Verbindungslinie des (mn — 1)!" und nten Rückkehrpoles als 
Durchmesser beschrieben ist, die Relation: 


et = 


(D 1 In: 


Bedeuten o„ die Bogenlänge der nt" Wendepolkurve und 
Ö„n den Durchmesser des nt" Wendekreises, so besteht die 
entsprechende Formel: | 


don-—ı Dee 

dt, wa 
Daznıaı =. tast, und da wir hier?nür die absoluten 
Werte in Betracht ziehen, können wir die weitere Beziehung 


aufstellen: 


don-ı we 
(ID) wer =0n: 


Wir gelangen somit zu dem 

Behssatzalnsjedemerxupenblick ist die Ableitung 
der Bogenlänge der (n—1)!®® Rückkehrpolbahn bez. 
Wendepolkurve nach dem Drehwinkel gleich den 
Dürchmesser des n!® Rückkehr-"bez. Wendekreises. 

Hierin ist als Spezialfall der bekannte Satz enthalten: 
In jedem Augenblick ist die Ableitung der Polbahnbogen- 
länge nach dem Drehwinkel gleich dem Rückkehrkreisdurch- 


messer. 
Da nun die beiden Polkurven aufeinander abrollen, so ist 
: ds do, S 
noch speziell 5 = 1 woraus sich ergibt, dab der 'erste 


Rückkehr- und Wendekreis, wie ja bekannt ist, gleichen 
Durchmesser besitzen. 

Fällt in einer Systemlage der nt® Rückkehrpol mit dem 
(mn — 1)! zusammen, so hat die (n—1)'® Rückkehrpolbahn in 
dem (n—1)t m Rückkehrpol dieser Systemlage eine Spitze, 

gr 


da ja bei der Annahme d„==0ist, und somit nach 
d Sn—l 


der Gleichung (I) — 0 ist. Natürlich gilt auch die Um- 


kehrung dieser 

Wir erhalten also den 

Lehrsatz: Ballen in einer ee der aezarnd 
(n—1)' Rückkehr- bez. Wendepol zusammen, so hat 
die (n—1)t® Rückkehrpolbahn bo7, Wendepoik in 
dem (n— 1)! Rückkehr- bez. Wendepol dieser System- 
lageseine Spitzesund umeekehrt 

Nach den Gleichungen (4) und (5) des vierten Paragraphen 
gelten die Beziehungen: 


AH M)Rd—- mM) = — HdR +RdAR) 
In+2() On+2(t) 1 
— | fn+ı() 941) 1|. 
Mi) Mm) 1 
Bezeichnen wir mit J„ den Inhalt des aus dem (n— 1), 
nt und (n-+1)!e® Rückkehrpol gebildeten Dreieckes, wobei 
der Umlaufssinn so bestimmt sei, daß wir von den Punkten 
niederer Ordnung’ zu denjenigen höherer Ordnung fortschreiten, 


u Korte 
+) = 2 


Ist s„_ı wieder die Bogenlänge der (n— 1)! Rückkehr- 
polbahn, so können wir die letzte Gleichung auch schreiben: 


ei d dsn—ı 2 

3a le) | 

dsn—ı d2sn—i 
(1) de, 


oder auch: 


oder: 


— u] 


Erwägen wir die Relation (I), so finden wir: 
d?sn-ı 2Jn 
wenn unter /„ das Lot verstanden wird, welches vom (n—+1)!en 
Rükkehrpol auf die Verbindungslinie des (n— 1)! und nt 
Rückkehrpoles gefällt werden kann. 
Nennen wir bei den Wendepolen und Wendepolkurven 
die entsprechenden Größen o„,_ı und 4,, so gilt auch die Formel: 


d2 on—1l 
(IV) rm 


ER she 


Wir können daher den Lehrsatz aussprechen: 

Injedem Augenblick ist die zweite Ableitungder 
Bogenlängeder(n—1)'® Rückkehrpolbahn bez.Wende- 
polkurvenach demDrehwinkel gleich dem vom (n+1)!" 
Rückkehr- bez. Wendepol auf die Verbindungslinie 
des (n— 1)" und n!® Rückkehr- bez. Wendepoles ge- 
talltem Lot. 

Nebenbei bemerken wir, daß aus den Gleichungen (I) 
bis (IV) die weiteren folgen: 
(W) d)— In, 4; (m) — An 


Nehmen wir an, daß der (n—-1)!® und nt® Rückkehrpol 
dsn-ı 
dt 
der (n—1)t®, n!® und (n-+1)!® Rückkehrpol auf einer Geraden 

liegen, für diesen Augenblick 


d2 sn—1 
de 


nicht zusammenfallen, sodaß nicht Null ist, so muß, falls 


— 0 


sein, wie sofort aus der Beziehung (1) folgt. 

Liegen also in einem Augenblick der (nm —1)!®, n!® und 
(n+1)'® Rückkehr- bez. Wendepol auf einer Geraden, ohne 
daß der. nt® und (n— 1)!® Rückkehr- bez. Wendepol zusammen- 
fallen, so ist für diese Systemlage die zweite Ableitung der 
Bogenlänge der (n— 1)te® Rückkehrpolbahn bez. Wendepol- 
kurve nach dem Drehwinkel gleich Null. 

Fällt nun der nt® .Rückkehrpol mit dem (n+1)!® zu- 
sammen, jedoch nicht mit dem (n—1)!®*, so hat die nt* Rück- 
kehrpolbahn eine Spitze. Es ist aber dann der Inhalt des 
aus dem (rn — 1)t®, nt und (n +1)!" Rückkehrpol gebildeten 


Dreieckes gleich Null. Nach Annahme ist <=! von Null ver- 


3 dt 
schieden. Es muß also on gleich Null sein, wie aus (1) 
folet. D. h.: Hat in einem Augenblick die n!® Rückkehrpol- 
bahn bez. Wendepolkurve eine Spitze, jedoch nicht die (n — 1)®, 
so ist für diese Systemlage die zweite Ableitung der (n — 1)! 
Rückkehrpolbahn- bez. Wendepolkurvenbogenlänge nach dem 
Drehwinkel gleich Null. 
Aus der Gleichung (1) des ersten Paragraphen folgt als 


Richtungskoeffizient der Tangente des net Rückkehrkreises: 
2 - hin 
2 [yon] — n(t) 


tg a = — 


— 38 0 — 


Im (n—1)t® Rückkehrpol, durch welchen ja der nt® Rück- 
kehrkreis hindurchgeht, hat derselbe den Wert: 


_ Pt) 
ee 
Das ist aber auch der Richtungsfaktor der Tangente der 
(n—1)t® Rückkehrpolbahn im (n—1)!® Rückkehrpol der 
betreffenden Systemlage {. Da nun die Rückkehrpolbahnen 
und Wendepolbahnen die Enveloppen der Rückkehrpolkurven 
und Wendepolkurven sind, so erhalten wir den 


Lehrsatz: In jedem Augenblick berührt der n*® 
Rückkehr- bez. Wendekreis die (n—1)? Rückkerr 
polbahn und Rückkehrpolkurve bez. Wendepolbahn 
und Wendepolkurveim (n—1)!® Rückkehr- bez. Wende- 
polrder petreifendeneo weten 

Hierin ist der bekannte Satz enthalten: In jedem Augen- 
blick berühren der Rückkehr- und Wendekreis die beiden 
Polkurven im momentanen Drehungspol. 

Der Krümmungsradius der (n—1)!®® Rückkehrpolbahn 


hat den Wert: 
a oe 
Ar dad - dr 


Erwägen wir die wiederholt gebrauchten Beziehungen: 


HO=MmMHM- MN mMM)=—- ıHM)+mÜ): 


so finden wir nach kurzer Rechnung: 


HURH-RN EHE H- Ar) aAM- rd rd. 

Verstehen wir unter d, wieder den Durchmesser des nt! 
Rückkehrkreises, so können wir die letzte Gleichung auch in 
die Form ns 


2) HdR) don) d n— Pn+2()—Pn+1(d)] Pn+1ı nd] 
—[n+2 )—n+1()] In+1ıd—-M&)]- 


Nun ist aber: 
Pn+2()— Pn+ı(t) = An+ı sin (dn+ı, %), 
In+2()— fn+ı() = dn+1C0s (dy41, %), 
malt) ol) — dnsin (de, 
mtl) all) dncoskd,, 2. 
Zufolge dieser Gleichungen ist die Richtung von d, und 
dn+ı so bestimmt, daß 


d, —n ,W#, An +1 usa 1 
ist, wenn wie bisher 9, den rt®n Rückkehrpol bedeutet. 
Die Gleichung (2) geht hiernach in die folgende über: 
Done — din — Andn+ 1005 (In 1, An): 
BernerJist: 
Ir Ba) = 180 I Par. 
Setzen wir zur Abkürzung: 
Ir Un 
dann nimmt die Gleichung (2) die Gestalt an: 
dd — In) Ent) = An’ + Andn+ı COS yn. 
Der Krümmungsradius der (n—1)!®® Rückkehrpolbahn 
laßt sich demnach folgendermaßen darstellen: 


dn? 


An+dn +ıcosuwn 


(VI) On—1 — 


Für 2=1 erhalten wir den Krümmungsradius der Pol- 
bahn, nämlich: Le 
4 


o = -—— 
d,+d,cosw, 


Bezeichnen wir bei den Wendepolkurven die ent- 
sprechenden Gröben mit. d,, Em; Ym&ı, So ist der Krümmungs- 
radius der (n— 1)" Wendepolkurve bez. der Polkurve: 


In? E d, 2 


(VII) MT hin rscosen”, °  Atdgcose, 


DieKoordinaten desKrümmungsmittelpunktes der (n—1)!®® 
Rückkehrpolbahn sind: 


wi NER 
(3) eh - FR Y-and+ Ti) 
wenn unter N und M die Funktionen verstanden werden: 
N=f)+mt), Mental -AORM. 
Mit Rücksicht auf unsere vorhergehenden Betrachtungen 


ist aber: 


(4) N dn 


M = dn + dn-+1 cos dn i 


Die =Koordinaten, des nt!’ Rückkehrpoles ‚lassen‘ sich 
schreiben: 


(5) HMM rn), HHdmRH+ f:(). 


a 


Aus den Gleichungen (3) und (5) geht hervor, daß der‘ 
(n-—1)'* Rückkehrpol mit dem Krümmung'smittelpunkt der 
(n—1)t®® Rückkehrpolbahn und dem n!® Rückehrpol auf 
einer Geraden liegt, und daß der genannte Krümmungsmittel- 
punkt und der nt® Rückkehrpol auf derselben Seite oder auf 
entgregengesetzten Seiten des (rn —1)'® Rückkehrpoles liegen, 


je nachdem ob 20 ist. 
Die Gleichung (4) besagt jedoch, da d, und d„-ı positive 


(Größen sind, daß n ı 0 ist, je nachdem ob d„ + dy+ı cos in ist. 


Die angestellten Betrachtungen gelten auch entsprechend 
für die Wendepolkurven, Wendepole und Wendekreise. 


Vermöge der letzten Bemerkungen "folgt nun auz2dorn 
Formeln. (VI) und: (VII) eine einfache‘: Konstruktion ct 


Kig.1. Fig. 2. 


Krümmung'smittelpunkte der Rückkehrpolbahnen und Wende- 
polkurven für einen beliebigen Augenblick, wenn uns für die 
betreffende Systemlage die Rückkehr- und Wendepole be- 
kannt sind. Um für eine Systemlage die Krümmungsmittel- 
punkte der Polbahn und Polkurve zeichnen zu können, müssen 
wir bei unserer Konstruktion den Pol und die ersten beiden 
Rückkehr- und Wendepole kennen. 

Durchführung der Konstruktion des Krümmungs- 
mittelpunktes der (n—1)!® Rückkehrpolbahn: 

Es seien 9% 1, ,, Puxı die drei gegebenen aufem ar ı 
folgenden Rückkehrpole. Wir ziehen dann die Verbindungs- 
linie, , P, und Tällen vom Yun das Lot Par 
beschreiben um Y, mit dem Radius 7,A einen Kreis, der 


EN N 


Y._ı Y,„ zum zweiten Mal in B treffe, ziehen durch %,-ı eine 
beliebige Gerade und tragen auf ihr nach derselben Seite oder 
nsehrentsegengesetzten vonY%, „diestrecken , ı = WPD, 
Ba Bine Baab Sreznachdem eb 7% ’und! B aufder> 
selben Seite von Y,_ı liegen oder nicht. Dann verbinden wir 
Y„ und B' geradlinig und ziehen zu %,B' durch %, eine 
Parallele, welche die Verbindungsgerade von P,_ı und P,in P 
treffe. Dann ist P der gesuchte Krümmungsmittelpunkt. 


Wir wollen nun noch aus den Formeln (VD und (VI) 
einige Schlüsse ziehen. 


lei — so folgt aus der Formel (V]): 


ak 

2 ’ 
On—1 An. 

Da in diesem Falle d„+ dnıı cos =: est, lalenach 

dem früheren der Krümmungsmittelpunkt der (n—1)!®® Rück- 

kehrpolbahn mit dem nt" Rückkehrpol zusammen. Es gilt auch 


die Umkehrung dieser Aussage, wie man ohne weiteres sieht. 


R \ 1 
Hatsierner cos %, den Wert Er so ergibt sich One dy 
. % n . > . 
und umgekehrt.‘ Da d„+ dn +1 c0syn —=2d„>0 ist, findet sich 
aus den früheren Betrachtungen, daß der Mittelpunkt des n!®® 


‘ Rückkehrkreises der Krümmungsmittelpunkt der (n—1)'® Rück- 
dn 


dn-+1 
daß die Verbindungslinie des (n—1)!® und nter Rückkehrpoles 


senkrecht steht auf derjenigen des (n—1)'® und (n+1)'!®® Rück- 
kehrpoles. Wir können diese Ergebnisse zusammenfassen in den 


Lehrsatz: Steht die Verbindungslinie des (n—1)'®% 
und nten Rückkehr- bez. Wendepoles senkrecht auf 
derjenigen des nt" und (n+1)!°, so ist. der n!® Rück- 
kehr- bez. Wendepol der Krümmungsmittelpunkt der 
(n—1)!e® Rückkehrpolbahn bez. Wendepolkurve und 
umgekehrt. Bilden hingegen die Verbindungslinien 
des (n—1)!e"® Rückkehr- bezw. Wendepoles mit dem 
nsenzund des in — 1): 2 mit dem .(n+1)®en einen rechten 
Winkel, so ist der nt® Rückkehr- bez. Wendekreis der 
Krümmungskreis der (n—1)!*" Rückkehrpolbahn bez. 
Wendepolkurve und umgekehrt. 


kehrpolbahn ist. Nun sagt die Gleichung: cos y, — aus, 


Schließen wir die Fälle d„=0 und d„=co aus, So Ist 
zufolge der Formel (VI) hinreichend und notwendig, damit die 
(n—1)t°e Rückkehrpolbahn in dem (n— 1)!" Rückkehrpol einer 


DE 


beliebigen Systemlage einen Wendepunkt besitzt, daß für die 
betreffende kEagerd, Hd, 21c08 9, —N ist 

Wir können daher noch folgende Bemerkung machen: 
Sind 21, 2, In. 21 drei auf einanderfoleende Rückkehr- bez. 
Wendepole, und ist A der Fußpunkt des von #1, auf 19, 
gefällten Lotes, so ist, falls #, nicht mit zusammenfällt 
oder unendlich fern liegt, die hinreichende und notwendige 
Bedingung, daß die (n—1)' Rückkehrpolbahn bez. Wende- 
polkurve in dem (n—1)!® Rückkehr bez. Wendepol der be- 
treffenden Systemlage einen Wendepunkt hat: 


er, YA” 


und zwar auch der Richtung: nach. 


Zweites Kapitel. 


Untersuchung der Pole höherer Ordnung für spezielle 
Bewegungen. 


In dieser Hinsicht hat R. Müller die folgenden Resultate 
gefunden: I. Bedeutet ® den Pol, W„ den nte" Wendepol, so 
gilt der Lehrsatz: Ist die Polbahn eine Gerade, so sind die 
Wendepole die dem Punkte % entsprechenden Krümmungs- 
mittelpunkte der Polkurve und ihrer Evoluten. Ist andrerseits 
in irgend einer Systemlage BW,LW,W,l...LWn-ıWn, so hat 
die Polbahn im augenblicklichen Pole ® eine (n+1l)punktig 
berührende Tangente. 

II. Sind die Rollkurven zwei Kreise mit den Radien z und p, 
so sind die Koordinaten der Rückkehrpole in bezug auf Pol- 
bahntangente und Polbahnnormale als Koordinatenachsen: 


ACT N Ser ie Dr ee vr da Yo, a ac La ar ey u Sn 2 Se 


en 
Nn — Nn-ı P Fr ) . 


Mit Hilfe dieser Formeln gibt dann R. Müller eine Kon- 
struktion der Rückkehr- und Wendepole für die genannte 


Bewegung. 

III. Ist jede der beiden Rollkurven in einem Augenblick 
symmetrisch in bezug auf die Polbahnnormale, so liegen in dem- 
selben sämtliche Rückkehr- und Wendepole auf der Polbahn- 
normale. 


Wir wollen nun zunächst den Fall behandeln, dal» die 
Rollkurven Kreise sind. Der Unterschied der folgenden Unter- 
suchung von derjenigen, welche Müller für diese Bewegung 
angestellt hat, ist schon in der Einleitung angegeben worden. 
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Untersuchung der Rückkehr- und Wendepole, 
wenn die Rollkurven zwei Kreise sind. 


Als Anfang'spunkte des festen und beweglichen Systemes 
wählen wir die Mittelpunkte der beiden Kreise. Die Achsen- 


Fig. 3. 


kreuze wählen wir so, daß in 


der Anfangslage die ent- 


sprechenden Achsen einander parallel sind. Die Radien der 


SIE 
epizykloidischen Bewegung, wie man ohne weiteres sieht, . in 
bezug auf das feste und bewegliche System: 


beiden Kreise nennen wir r 


und r,. Der Winkel, welchen 
die Zentrale der beiden 
Kreise in der Anfangslage 
mit der x-Achse des in 
der festen Ebene befind- 
lichen Koordinatensystemes 
bildet, soll «a heißen. 
Bedeuten it, und Z, die 
aus. der’. PFipur' 3. zusee 
sehenden Winkel, so sind 
die Koordinaten des mo- 
mentanen Poles bei der 
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f$d=rcos(t +0), 

oll)=rsin(tL to), 
Fii)=r, eös(e ta —L)=—r, cos (l,—a) 
dll)=r, sin(ata—L)= r, sin(l—a). 


(1) 


Bei der hypozykloidischen Bewegung lauten die Koordi- 
naten des Poles, wie man aus der Figur 4 leicht erkennt: 


füd=r cos(-t-+e), o(=r sin(-t-+a), 
bez. Fih)=rcos(-4+e), Ph)=r, sin(-L-+a). 


Die Formeln (1) können wir mit letzteren in die folgenden 
zusammenfassen: 


I Bolero, wor ent Fa), 
Fi)=+r,cos(-4,+0, PÜl=+r,sin(—-t,+ a). 
Da nun die beiden Kreise aufeinander abrollen, folgt die 
Beziehung: | 
(2) Ben u 
Verstehen wir unter t den Drehwinkel, so finden wir aus 
den Figuren 3 und 4 die Relation: 


(3) i—=+hrb, 
wobei wieder das obere Zeichen für epizykloidische, das untere 
für hypozykloidische Bewegung zu nehmen ist. 

Aus den Gleichungen (2) und (3) erhalten wir nach kurzer 
Rechnung: 


a BEN RT. 
eh mt 

Die Koordinaten des momentanen Poles in bezug auf das 
feste und bewegliche System haben demnach, als Funktionen 


des Drehwinkels ft aufgefaßt, die Form: 


rj 


fO— roos(tta) PW—=+rsin („,t+a) 


(d) 
F—Fr,cos (= ii a) Sl)—-+r,sin Er ne a). 


Durch n-malige Differentiation der Größen f(t) und o(t) 
ergeben sich, je nachdem ob n gerade oder ungerade ist, 
die Ausdrücke: 


fa) —= er 3 )'eos ( 5 t+a), 


Rt Zehata 


N 
Verl) sin er Aa a) 


BR ae 


Dez n h 
= Na eo Vjesz i () sin (, tra), 


Pr a F (= u cos u tra ) 


Nach den Formeln (I) des dritten Paragraphen des ersten 
Kapitels lauten in unserem Fall die Koordinaten des (m —1)ten 
Rückkehrpoles, wenn n eine gerade Zahl ist: | 


Int) ==-C08 Kara er a)An, a e 
Su 
wobei gesetzt ist: 


ı r, u Er 
... (N— In Er + (>) | 
Da n—1 eine ungerade Zahl ist, hat A„ den Wert: 


A ar ie | y DO! 
—ıy —rY(—— ; 
2 Trtr, PEN, 


Ist rn ungerade, so gelangen wir durch. eine ähnlıche 
Rechnung zu demselben Resultat. Unter solchen Umständen 
folgt der 

Lehrsatz: Sind: die beiden Rollküurven Kreises; 
sind die Koordinaten des m—1)!® Rückkehrpoles in 
bezug auf das (xy)-System, dessen Anfangspunkt der 
Mittelpunkt desstesten Rressaı 


r+r, + a)A ER 


N 


il Bar (et a) 
(II) | 

Pn(t) Feet sin | 
wöbei.die oberen oder unteren Vorzeichen pelten ss. 
nachdem ob die Kreise von außen oder von innen 
auf einander abrollen. 

Die Formeln (II) des dritten Paragraphen des ersten 

Kapitels liefern für die betrachtete Bewegung als Koordi- 
naten des (n—1)!® Wendepoles, wenn n gerade ist: 


Flle reos er ale a)Bn. PB, Freu (3 IE a)B» 
falls BD, die: Bedeutung hat: | 


Y,. 2 Y, n—1 
B)—14,7, + (5) +. +) 2 


er 


Da n—1 ungerade ist, können wir hierfür auch schreiben: 


Fr, r 


E je 
ee ee I1- (a " 
=] 


Bin 
Auch hier gelangen wir für ein ungerades n durch eine 
ähnliche Rechnung zu demselben Resultat. Daher gilt der 
Lehrsatz: Sind die beiden Rollkurven Kreise, so 
lauten die Koordinaten des (n—I)!® Wendepoles in 
bezug auf das (<y)-System, dessen Anfangspunkt der 
Were Ipunkt Jesitesten Kreises ist: 


+ 5 N 
= r+r 1 (2%) 
+ 


DD, = (r as r,) 1 =") sin (= ar a), 


mobesdiesoberensnldersunteren,Vorzeichen gelten, je 


; En 
COS t + a), 
(um) z 


nachdem ob die Kreise. von außen oder von innen auf 
einander abrollen. 

Aus den Koordinatendarstellungen der Rückkehr- und 
Wendepole und des Drehung'spoles folgt sofort, daß in jedem 
Augenblick sämtliche Rückkehr- und Wendepole auf der Pol- 
bahnnormale liegen. 

Aus den von uns aufgestellten Koordinaten der höheren 
Pole folgen die vor diesem Paragraphen erwähnten Rekursions- 
formeln von R. Müller. Wir wollen jedoch von der Ableitung 
derselben absehen. 

Der Radiusrektor des (n—1)!®® Rückkehr- bez. Wende- 
poles hat zufolge der Formeln (Il) und (III) bei der epizykloi- 
dischen Bewegung den Wert: 

y n—i y n—1l 
Pi ER =r|; bez. W._, tn | i | 


FR Tr, 


Für n=1 erhält man den Radiusvektor des Poles: 
Zen 
Es ist dieser Wert der gröbte der Größen Y und der kleinste 
ders meobeneW. 2 Ister==C69, so Ondenswir, da r#r, >r ist; 


: . —1 
a Fer \ ers OZundpähnlch Wo rer; 
1 


d. h.: Sind die Polkurven Kreise, die von außen aufeinander 
abrollen, so liegen sämtliche Rückkehr- und Wendepole in 


BE EB 


jedem Augenblick auf der Zentrale und zwar zwischen dem 
Pol und dem Mittelpunkt des ruhenden bez. beweglichen 
Kreises. Je höher die Ordnung eines Rückkehr- bez. Wende- 
poles ist, desto -mehr .nähert er sich dem Mittelpune zErE 
festen bez. beweglichen Kreises. 

Aus der Bemerkung (4) geht hervor: 


Pr Inn rar, Wa une 


Prari Io Y Wn+1— Wn+2 r, ; 


Es ist also bei der epizykloidischen Bewegung der Quotient 
der Abstände, die ein Rückkehr- bez. Wendepol von den be- 
nachbarten Rückkehr- bez. Wendepolen hat, konstant, und zwar 
ist er gleich der Summe der. beiden 'Kreisradien? dad 
durch den Radius des festen bez. beweglichen Kreises. 

Es nähern sich daher die Rückkehr- bez. Wendepole um so 
rascher den entsprechenden Kreismittelpunkten, je größer der 
Radius des beweglichen bez. festen Kreises und je kleiner der 
Radius des festen bez. beweglichen Kreises ist. 

Somit nähern sich die Rückkehrpole dem Mittelpunkt 
des festen Kreises um so rascher, je langsamer die Wende- 
pole an den Mittelpunkt des beweglichen Kreises heranrücken 
und umgekehrt. 

Für die hypozykloidische Bewegung ergibt sich aus den 
Formeln (IH) und (UI) als Radiusvektor des (n—1)!e" Rück- 
kehr- bez. Wendepoles: 


y \n—ı i N 
(5) Pr =) bez. ar rn + = 2 
Wir behandeln zunächst den Fall, daß r—r, >OÖ ist, d.h. 
daß ein Kreis auf einen größeren von innen abrollt. 
Setzen wir n—1, so erhalten wir aus (5) den Radius- 
vektor des Poles, nämlich: 


KeNı 


Da sun 77.81, foloe. 


Wir finden demnach: Bei der hypozykloidischen Bewegung 
liegen in jedem Augenblick sämtliche Rückkehrpole auf der 
Polbahnnormale und zwar außerhalb der beiden Polkreise. 
Sie liegen alle auf derselben Seite des Mittelpunktes der 


N 


Polbahn wie der Pol und entfernen sich mit wachsendem n 
immer mehr von dem letzteren. 
Bei der Untersuchung der Lage der Wendepole sind 
drei Fälle zu unterscheiden bei dem ersten Haupttfall: 
Dr en ORT Ken oT er 
ale r << tr 
Hier ist: 


lim nn, a 
n=ol,. |) =r%, 


vr, 
also dem absolutem Betrage nach: 


Beachten wir, daß in dem zweiten der Ausdrücke (5) 
vor r, das negative Zeichen steht, so können wir folgende 
Aussage machen: Ist bei der hypozykloidischen Bewegung 
der Durchmesser des beweglichen Kreises größer als der 
Radius des festen, so entfernen sich die Wendepole mit 
wachsendem n immer mehr vom Pol. Sämtliche geraden 
und sämtliche ungeraden Wendepole liegen auf je einer Seite 
des Pols und zwar liegen die geraden Wendepole auf der- 
selben Seite des Pols wie die Rückkehrpole. Innerhalb des 
beweglichen Kreises liegen keine Wendepole. 

2. Fall: r—r,>r.- 

Bei dieser Bewegung: ist: 


Wo=r—r, da no (=e)=0 ist. 
r—Y, 

Ist demnach der Durchmesser des beweglichen Kreises 
bei der hypozykloidischen Bewegung: kleiner als der Radius 
des festen, so liegen alle Wendepole innerhalb des beweg- 
lichen Kreises. Alle ungeraden Wendepole liegen zwischen 
den Mittelpunkten der Polkreise und alle geraden Wendepole 
liegen zwischen dem Pol und dem Mittelpunkt des beweglichen 
Kreises. Sie nähern sich mit wachsendem n unbegrenzt dem 
Mittelpunkt des letzteren. 

Slaler rer, oder Tr —2r. 

Diese Bewegung heißt die elliptische. 

Die Gleichungen (5) lehren uns hier: 


W=-W=..-W, =..—r—-WM, 
Du ne real. 


Carl. 


Bin 


Bei der elliptischen Bewegung fallen also in jedem Augen- 
blick sämtliche geraden Wendepole mit dem Pol und alle un- 
geraden Wendepole mit dem Mittelpunkt des festen Kreises 
zusammen. Für alle drei besprochenen Fälle ‘der hypo- 
zykloidischen Bewegung liefern uns die Gleichungen ” die 


Beziehungen: 
ee en mar Wna+2— Wn4ı 9 
Pn +1 — Pn rer. Wn+ı— Wn a a 


Wir kommen nun zum zweiten Hauptfall der hypo- 
zykloidischen Bewegung, bei welchem r—r, <O ist. Es rollt 
hier also ein Kreis auf einem kleineren ab, wobei der kleinere 
Kreis den größeren von innen berührt. 

Ziehen wir die umgekehrte Bewegung: in Betracht, so 
sehen- wir- leicht ein, dal gegenüber der vorangehenden 
Untersuchung nur die Rückkehr- und Wendepole ihre Rollen 
vertauschen. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung folgt auch unmittelbar 
aus den Gleichungen (5). Diese können wir jetzt schreiben: 


yr —r n—1 W n—L 
ee ME art r, s 
n—1 ner ) nfha—r—nTt [4 Re 


wobei nunmehr die Ungleichung O0<r,—r<r, besteht. 


Aus diesen Bemerkungen ergibt sich, daß die Wendepole 
mit wachsendem n der Unendlichkeit zustreben, während, je 
nachdem ob r,—rZr ist, sich die Rückkehrpule dem Mittel- 
punkt des festen Kreises bez. der Unendlichkeit nähern. Näher 
brauchen wir auf diesen Fall nicht einzugehen. 


Vor diesem Paragraphen bemerkten wir, daß R. Müller 
eine Konstruktion der Rückkehr- und Wendepole gegeben 
hat, wenn die beiden Rollkurven Kreise sind. Wir wollen nun 
aus unseren Formeln eine von der Müllerschen verschiedene 
Konstruktion der höheren Pole herleiten. 


Zu diesem Zwecke bedenken wir zunächst, daß wir ge- 
funden haben, daß in jedem Augenblick sämtliche höheren 
Pole auf der Polbahnnormale liegen, 


5 Y ar x i 
Setzen wir nun r, ae — WW», so finden sich aus den 
1 


Beziehungen (4) für die epizykloidische Bewegung die folgenden 
Formeln: 


ey er, u ee 
I 
Va eh Ip 
Re Dre I — ra WE 
T: Y 
vr =W —— eat - 
rd, EN rn 
Y % 
N , Pe rt, n-1— 


Für die hypozykloidische Bewegung erhalten wir aus den 


M 
Relationen (5), wenn wir unter W„ die Größe nl ) ver- 
r—r 
stehen, die Gleichungen: 


EEE u —W —4r 

eh (ermerne W=r—r,-W,' 

Yv—W, en re ae 

= a1, Meran Hr Mn 


were 


Die letzten beiden Serien von eek gelten für 
jeden Wert von r—r,. Ist aber r—r, < 0, so sind. dieselben 
nicht geeignet, um mit ihrer Hilfe die höheren Pole zu kon- 
struieren. Es sind dann die Darstellungen der Rückkehr- und 
Wendepole im wesentlichen zu vertauschen. 


Fig. 5. 


eansicuktonsdershoheren“Polerfür die epi- 
zykloidische Bewegung: Wir tragen vom Mittelpunkt M 
des festen Kreises aus auf einer beliebigen durch ihn gehenden 
Geraden die Strecken MA=r und MB=r-r, ab, verbinden 
B mit dem Pol ® geradlinig und ziehen durch A zu BB die 
Parallele AY,, verbinden ferner 7%, mit B geradlinig und ziehen 


durch A zu 7,B die Parallele AY, usw. 
tr 


Jiero, 


ie T 


Auf die angedeutete Weise erhalten wir alle Rückkehrpole. 

Dann tragen wir vom Mittelpunkt des beweglichen Kreises 
M'‘ aus auf einer beliebigen durch ihn gehenden Geraden die 
Strecken M'A'=r, und M'B'=r-+r, ab, ziehen B'W und 
hierzu durch A' die Parallele A’W,, ziehen ferner B'W, und 
hierzu durch A’ die Parallele A'’W, usw. Durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens erhalten wir sämtliche Wendepole. 

Bei der hypozykloidischen Bewegung ist die Konstruktion 
der höheren Pole ganz ähnlich. Es ist nur zu bedenken, daß 
die Wendepole auf beiden Seiten des Mittelpunktes des beweg- 
lichen Kreises liegen, falls r—r, >0 ist, daß hingegen die 
Rückkehrpole auf beiden Seiten des Mittelpunktes des festen 
Kreises liegen, wenn r—r, <0 ist. 

Die Figur 6 zeigt den Fall, daß der Durchmesser der 
Polkurve größer als der Radius der Polbahn ist, während in 
der Figur 7 der Durchmesser der Polkurve kleiner als der 
Radius der Polbahn gewählt ist. 

Wir bemerken noch, daß die Rückkehrpol- und Wende- 
polbahnen bei der betrachteten Bewegung alle Kreise sind, 
wie aus den Formeln (I) und (II) zu ersehen ist. Ebenso sind 
alle Rückkehr- und Wendepolkurven Kreise. 


SE 
Untersuchung. der Rückkehr- und Wendepole, wenn 
diesPolbahn eine Gerade, die: Pölkurve/eine Kreis- 
evolvente ist. 


Wir machen die Polbahn zur x-Achse des in der festen 
Ebene befindlichen Koordinatensystemes. Dieselbe möge bei 
Beginn der Bewegung die bewegliche Kreisevolvente in ihrer 
Spitze berühren. Den Pol der Anfangslage machen wir zum 
Anfangspunkt des festen Systemes. Ferner wählen wir das 
Achsenkreuz im beweglichen System so, dab es anfangs mit 
dem festen Koordinatensystem zusammenfällt. Das bewegliche 
System möge sich etwa im positiven Sinne drehen. Haben 
nun die feste Gerade und die bewegliche Kreisevolvente die 
in der Figur 8 angedeutete Anfangslage, so wird der 
momentane Pol auf der &-Achse nach rechts und auf der Kreis- 
evolvente nach unten wandern. Die Koordinaten des Pols 
in bezug auf das feste und bewegliche System lassen sich 
nach den vorangegangenen Bemerkungen auf die Form bringen: 


* 


1 ah Y—, 

ei &,—r(cosy +4, sint,)—r,.,;—r(—sint, +% cos), 
wobei f,. und ft, wie der Drehwinkel £ während der ganzen 
Bewegung positive Größen sind und als Funktionen des 
Drehwinkels angesehen werden können. 


Fig. 8. 


Da nun die Polkurven aufeinander abrollen, und der Pol 
der augenblickliche Berührungspunkt der genannten beiden 
Kurven ist, da ferner zu Beginn der Bewegung die Größen 
t, und 4, gleich Null sind, so findet die Gleichung statt: 


, SR 
® dep .\*, ( dyp \',, _fy4/ [2 \, [ duo \” 
Ve [y era“ 
: (0) 


Sind ferner f’ und £” die Richtungswinkel der den beiden 
Polkurven gemeinsamen Tangente im festen und im beweg- 
lichen System, so gilt: 
gt tet" 


ee er 


Es ist aber: | 
BEI TERE dyp x d.cy net dnp x dEp 
a en 


sodaß die Beziehung: besteht: 


dyp dp dxp dy» 

ESEL, Karl di 
I t a 1 2 u ER 
( ) gt dp d&n ar dyp dnp 

GL WNCT, EN EL 


Te 


Aus den Relationen (I) und (II) erhalten wir nach leichter 


Rechnung: | 
h=zrb und tgi=tgt,. 


Da jedoch t,—0 ist, wenn t—0 ist, folgt, daß ,—t und 


t, — ort? ist, | 
Die Gleichungen (1) gehen daher in die folgenden über: 
. a 1 2 et 


Fo&d=r(cost+tsind)—r, Pd)=r(— sint-+tcost). 


Nach den Gleichungen (I) des dritten Paragraphen des 
ersten Kapitels erhalten wir bei der betrachteten Bewegung 
als Koordinaten des (n—1)!®® Rückkehrpoles: 


(3) MON, mn —Yri. 


Durch Elimination von n—1 folgt die Gleichung: 
nz rt a L . 

Bei konstantem ? stellt diese Gleichung eine Parabel dar, 
deren Achse parallel der x-Achse ist, wenn fu(t), @n(t) als 
laufende Koordinaten angesehen werden. Die Gleichung ist 
De Snüerenertullschuranse DaB, 93.20r.d. hr vesrnliegen "in 
jedem Augenblick sämtliche Rückkehrpole auf einer durch 
den Pol gehenden Parabel. 

Wir können folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Ist die Polbahn eine Gerade, die Polkurve eine 
Kresevolvente, so laßt sichwin»gedem Augenblick 
durch den Pol und sämtliche Rückkehrpole eine 
Parabelslegen.deren AchseiwaralleiderPolbahnsist, 
Für die Systemlage, in welcher der Pol die Spitze 
der KEvölvente ist, artet die senannte. Parabel in.\.die 


Polbahn aus. 

Eliminieren wir aus den Gleichungen (3) die Größe ft, so 

gelangen wir zu der trleichung: 
l 
(4) n(t) = Irn— 12 mh) — n—l),r. 

Bei konstantem n und veränderlichem t wird durch die 
Gleichungen (3) die (n—1)'® Rückkehrpolbahn dargestellt. 
Es ist demnach die Gleichung (4) diejenige der (n--1)t" 
Rückkehrpolbahn. Unter solchen Umständen gilt der Lehrsatz: 


A 
Ist die Polbahn eine Gerade, die Polkurve eine 
Kreisevolvente, so sind sämtliche Rückkehrpolbahnen 
Parabeln,’ deren Achsen ‘alle mit der Polbabaz 
sammenfallen. 


Die Formeln (Il) des dritten Paragraphen des ersten 
Kapitels liefern uns als Koordinaten des ersten Wendepoles: 


(5a) ROö=5r% 8, )=—rt 
und aller übrigen Wendepole: 
(5) dr) = —rt. 
Aus diesen Gleichungen folgt, indem wir £ eliminieren: 
B)=2rRl), 9W-2r[F&$-+r], 


d. h. bei unserer Bewegung ist die erste Wendepolbahn eine 
Parabel, deren Achse die Polbahn ist. Alle übrigen Wende- 
polbahnen fallen in eine andere Parabel zusammen, deren 
Achse ebenfalls die Polbahn ist. Der Parameter "beider 


Parabeln ist der Durchmesser 7A 


des (rrundkreises der Kreis- 
evolvente. 

Kennen wir nun die Polbahn 
und Polkurve unserer Bewegung, 
so können wir mit FHulfe’der 
Gleichungen (2), (3), (da) und (5) 
die höheren Pole der System- 
lage t leicht konstruieren, wenn 
uns der Drehungspol dieserLage 
in bezug auf das feste Koordi- 
natensystem bekannt ist, und 
wir außerdem die Längeneinheit 
kennen. 

Durchführung der Kon- 
struktion der höheren Pole: 
Es ‚seien ®& ‘der ;Pol der. ’be- 
trachteten Systemlage, 2- OA=r 
der Radius des Grundkreises 
der Kreisevolvente und OE 
die Längeneinheit. Zufolge der 
Gleichungen (2) ist OB rt 


- 
— Ü {i — 


Wir tragen nun auf der y Achse die Längeneinheit OQE'—= OE 
ab, verbinden A und #° geradlinig und ziehen durch ® zu AH 
die Parallele BB, beschreiben über BE’ als Durchmesser den 
Halbkreis und legen von () aus an diesen die Tangente OC. 
Ferner ziehen wir EC und hierzu durch A die Parallele AP. 
Dann ist, da 0° —=— rt Stel) Br 007 0)Br OB 
OC=t und OP=-t Um nun den (n—1)'® Rückkehrpol 
zu finden, tragen wir von Y% aus nach links (n—1),mal die 
Strecke r=2.0A ab, errichten im Endpunkt das Lot und 
tragen auf demselben nach oben (n—1) mal die Strecke 
rt=2.0P.ab. Der so erhaltene Punkt ist der (n—1)!® Rück- 
kehrpol. Ähnlich erhalten wir den ersten Wendepol W, und 
alle übrigen in den Punkt W, zusammenfallenden Wendepole. 


Ser 
Untersuchung derRückkehr- und Wendepole, wenn die 
Eoölkurvenzweskrerisevolventen sınd. 


Wir nehmen an, daß sich -die beiden Kreisevolventen 
anfangs in ihren Spitzen berühren, und daß sie zu Beginn der 
Bewegung die in der Figur 10 angedeutete Lage haben. Die 


Y 
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Fig. 10. 


Koordinatensysteme im festen und beweglichen System seien 
so gewählt, dal sie anfangs die in der Figur gezeichnete Lage 
haben. Die bewegliche Ebene möge sich nun im positiven 
Sinne drehen, sodal3 der Drehwinkel t während der Bewegung 


En 


immer positiv ist. Die Bewegung kann nun so vor sich gehen, 
daß die Evolventen von außen oder von innen aufeinander 
abrollen. Im ersten Falle wird der Pol auf der festen Kreis- 
evolvente nach oben und auf der rollenden Evolvente nach 
unten wandern, während er im zweiten Falle auf beiden Roll- 
kurven nach unten oder nach oben sich bewegt, je nachdem 
ob der Radius des Grundkreises der festen Evolvente größer 
oder kleiner als derjenige des Grundkreises der beweglichen ist. 
Jedenfalls können wir die Koordinaten des momentanen Poles 
in bezug auf das (xy) und (E&n)-System auf die Form bringen: 


%p—1r7; (cost, +4, sint),, „tr (int —uco 
En leo, ı sin), Ma Tin. vo 


wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem 
die beiden Kreisevolventen von außen oder von innen auf- 
‘ einander aufrollen. In beiden Fällen aber haben die Größen 
t, und £, immer dasselbe Vorzeichen und bei Beginn der Be- 
wegung den Wert Null. 

Wie im vorigen Paragraphen ausgeführt wurde, müssen 
die beiden Gleichungen bestehen: 


t, r 

a dp \’ ET d&p \? dnp \® 
[y + e=/ + la) dt 
0 0 


und: dyp "dp En day 2 dn» 
ae de, dt dd 

dx» a d&p Be dyp £ dnp 

da 2a dt, di, 


Vermöge dieser Beziehungen finden wir nach einiger 
Rechnung die weiteren: 


() rl od 
und: Ri 
(2) ti te son oder u 


da.ja: für {= 0.die Größen, und 4, beide Nu ma 

Die Beziehung (1) gibt nur Aufschluß über das Verhältnis 
der absoluten Beträge von t, und t,. Das genügt jedoch, da 
it, und t, von vornherein so eingeführt worden sind, dab sie 
dasselbe Vorzeichen besitzen. 

Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt nun: 


y vn 
t, Ss — nn f: t, = — —[, 
vr 75 Vr: vr air Vr: 


a 4 1 Vreaeh 


Als Funktionen des Drehwinkels t erscheinen daher die 
Koordinaten des Poles im ruhenden und bewegten System in 
der Form: 


1 (fi $y=r(cosgt+atsinct), pll)= r,(sin«t—e,tcosc,t), 
U \r&) —r,(608,t+6&Lsin&b), Pli)=-T7,(sinec,t—(,1cosc,t), 


wobei pesetzt ıst: 


V?r: Be 27e14 


> 


en u, es =>, 
any, De een 2 


Dabei sind in Cr und e die oberen oder unteren Vor- 


zeichen zu nehmen, je nachdem die beiden Kreisevolventen 
von außen oder von innen aufeinander rollen. 

Durch nmalige Differentiation der Größen f(t) und oft) 
erhalten wir: 


N N 
fa) — (1)? ""m-1)r, acosat+(-1)?nd "sin at, 


wi 
or H—(—1): (n-1)rıec sin at+(-1)?2 er COS Gl 
bez. n— n—1 
f®Hd—=(—1) ? (n-1re sin at+(—1) 2 nctiteosct, 
gm d—(—1) ? (n-INrıd cosat+(—1)? ned" tsin at, 
je nachdem ob n gerade oder ungerade ist. 


Nach den Formeln (II) des dritten Paragraphen des ersten. 
Kapitels lauten in unserm Falle die Koordinaten des (n—1)!” 


Wendepoles: 
P,)=r, cset[1l-d4—28—-3d4...— (n—2)d 
Ircetsncetl+e +&+...d"), 
D„(t) =r, sin C, leo Ale  — (n— 2) ce” FR 


m : 2 n—1 
ehren. 4). 
Hierfür können wir schreiben: 
F,n()=kr,cosat+k,r,tsinet, &,l)=kr,sinet—k,r tcosgt, 
wenn unter k, und ki, die Größen verstanden werden: 


Cn— 1 
10] 


KEeaneienl irrt ne Kb 
men cn Bor. on 2), R—tC 


Die Konstante %k, können wir nach einiger Rechnung 
folgendermaßen schreiben: 


1—2c + (n— De,” — (n—2) nr 
el 


k, — 


BES 


Wir gelangen daher zu dem 

Lehrsatz: Sind die beiden Polkurven Kreisevol- 
venten, die.sich zu.Beginn der Bewegüng (a 1,08 
Spitzen berühren, so lassen sich die Koordinaten des 
(n—1)t® Wendepolesin bezug auf die Polbahntangente 
und Polbahnnormale der Anfangslage in dies a 
bringen; 
(I) Fu ()=r, (k,cosa,t+k,tsine,d, Dur, (k,sine,t—k,tcoseh), 
wenn die Größen %&,% und & die bedeutung m 


ER a ein al a a1 
2 eg: na Tee 
DE 
yntıı 
wobei in ec, dieoberen. und unteren Vorzeicheuo 2 
je nachdem ob die Kreisevolventen von außen oder 


vonminnen aufeinander abrollen. 

Um die Koordinaten der Rückkehrpole zu finden, könnten 
wir von den Formeln (I) des dritten Paragraphen des vorigen 
Kapitels ausgehen. | 

Wir kommen aber hier schneller auf folgende Weise 
zum Ziele. 

Fassen wir die umgekehrte Bewegung ins Auge, so sind 
Fit) und &(t) in den Gleichungen (I) gerade die Koordinaten 
des Pols in bezug auf das jetzige ruhende System. Als Dreh- 
winkel ist nunmehr 4 =—-t aufzufassen. Wir haben also, um 
die Koordinaten der Wendepole der umgekehrten Bewegung 
in bezug auf das (&n)-System zu erhalten, die Funktionen 
Ft), D(l) nach L =—t zu differenzieren. 

Als Koordinaten des (n—1)!® Rückkehrpoles in bezug 
auf das (&n)-System erhalten wir nach diesen Bemerkungen 
ohne weiteres: | 
En —=ralki coscot-+ katsincet),, Nn=—TYalkisin cot—katcos cal), 
wenn wir unter &,'", k, und « die Ausdrücke versteh =: 


en Fe ER RE nn 4 EN EZ 
ki — 1-2, +(n—])e, (n—2)C, I 8 Cy = = <oLB nr 
(1)? a—1 Vn+Vr 
Sind /(d), o(t) und Fit), D(t) die Koordinaten des Poles im 


ruhenden und bewegten System, so bestimmen sich die 
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Koordinaten des Anfangspunktes der beweglichen Ebene 
aus den (rleichungen: | 
a—= fh — Ft) cost+P(kl)sint, b=olt)— Ft) sin t— Dt) cost. 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen (]) ergibt sich in 
unserm Falle: BR 
a=(r,—r,)cost+Yyrr,tsinat, 
b=(r,—r,)sinetF yrr,tcoscl. 


Die Koordinaten des (n—1)t®® Rückkehrpoles in bezug 
auf das (zy)-System sind: 
. d=a+&cost— msint, m Hd—=b+ &,sint+ nm cost. 
Aus den angestellten Betrachtungen fließt nach einiger 
Rechnung der 
Lehrsatz: Sind die Polkurven zweiKreisevolventen, 
die sich zu Beginn der Bewegung in ihren Spitzen be- 
rühren, so lauten die Koordinaten des (n—1)t® Rück- 
kehrpoles in bezug auf die Polbahntangente und Pol- 
bahnnormale der Anfangslage: 
(fa &D)=(r-+rak)cosat+ 4 Vnr— Yka)tsin ct, 
\9rl)=(rı + rk) sin at— (+ Vrirs—reks) tcos at, 
wobeirsesetzt-ist: 
nee med Bee 
(.—1)? i “2 ,—L’ 
u — El en 
? ea ler Vr&tYVr 
Doc llzundeden röobenc und.e die’oberennöder 
Da nal oe tsrunstehmen. Ssınd, .je nachdem die 


AI) 
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Kreisevolventenvonaußen odervoninnen aufeinander 
abrollen. 
Aus den Gleichungen (II) und (II) folgt, daß in der Anfang's- 
lage sämtliche höheren Pole auf der Polbahntangente liegen. 
Wir nehmen nun speziell an, daß die Rollkurven zwei 
kongrruente Kreisevolventen sind. Es können dann die beiden 
Evolventen nur von außen aufeinander abrollen. Dann haben 


die auftretenden en die Werte: 
In Kai En ö Kr / Het W / SE 1 
r=1,=1, 1=6=-- k=- 5 en nl: Ka N 
Die BAER des momentanen Poles lauten hier in 


bezug auf das (zy)- und (&n)-System: 


BT N 


| 10 (cos | = : sin >) o(l)= r (sin g- 40085) 
|r®@=r(cos . | : sin z) B9=-+ (sing - 2005) 


Die Koordinaten des (n—l)!® Rückkehr- bez. Wende- 
poles sind dann in bezug auf das (@y)-System: 


N t ER 
Mar 5 cos Er sin ei 


(3) 


ne N er, t t 
War ur es 


Dez. 
N t 1 Eh 
le nA +tl1- 3) sin a Si 
4) | 1 t 
N 
BO GL ee 1-5) cos |. 
t 


* ” . = . Er D . . t 
Multiplizieren wir die Gleichungen (3) mit sin und — cos 
t ET 5 2 
bez. cos. und sin und ‘addieren dieselben, so finden wir, so 


wit Int), On Auch, ylersetzon: 


et, ee 
zsn — — ycsZ—rin 
Dez, On 


t DL, 
x c08 5 Try sın De 


Durch Division ergibt sich hieraus: 
t Zu 
ip FROHES a 
Hl . r Be 
x sın ET Ycos Se 


Setzen wir diesen Wert in die erste der Gleichungen (5) 


ein, so erhalten wir: ? ; 
x 608-1 4 Sin t 
t FR 


t HER 
2 —= 11.2 x sin — —ycos- 


(6) x sin n — 1 cos 


Wir haben somit das Resultat gefunden: Sämtliche Rück- 
kehrpole der beliebigen Systemlage t liegen auf einer durch 
den Pol dieser Lage gehenden Kurve, welche dürch die 
Gleichung (6) dargestellt wird. 

Wir setzen nun: 


{ Ba 
x.cos |. Ya 
-n—(r sin a, 008, —— E sin -3)+9 cos -5)| 


d. h. wir drehen das Achsenkreuz um den Winkel = 


t St, 
2 =-[@cosg +Y sın =) —— 


BR © 


In diesem neuen Koordinatensystem ist die Gleichung 
der Kurve, auf welcher alle Rückkehrpole der Systemlage t 
‚liegen: et 


Hz vb» 2yı 2, 


Die Koordinaten des (n—1)te® Rückkehrpoles lauten in 
bezug auf dieses Koordinatensystem, welches gegen das (xy)- 


System um den Winkel 5 gedreht at: 


Br 2n 1 
7) In-—1= m Yan tt 


Der (n—1)!® Wendepol hat in bezug auf das genannte 
System die Koordinaten: 

(8) ee = EU — 1-5) rt. 

Als Gleichung derjenigen Kurve, auf welcher sämtliche 
Wendepole der Systemlage t gelegen sind, finden wir aus 
den Beziehungen (8): ax’ t 

y=—rt+trt-2 par UN 

Ist.n—= ©, so gehen die Gleichungen (3) und (4) über in: 


wer sol -U0 und, ()=rtsin - Du. (= —rtcos - 


Die Koordinaten «a, b des Mittelpunktes des Grundkreises 
der rollenden Evolvente, welcher ja Anfangspunkt des beweg- 
lichen Systemes ist, haben nach dem früheren die Werte: 


ET 

ERSTER 5; 
Betas, De. 

Aus den Gleichungen (7) erhalten wir als Radiusvektor 

des (n—1)!® Rückkehrpoles: 

. 

In 


n 
b= —-rtcos m 


v4ın’+t?. 
Für n=1 ergibt sich der Radiusvektor des Poles, nämlich: 
Ta vRaer) 
r, om o V 2 -r t . 
Das ist der größte Wert der Größen r„. Der kleinste 


Merten). 
Da die beiden Rollkurven kongruent sind und immer 


Yy — 


symmetrisch zur Polbahntangente liegen, so müssen bei den 
Wendepolen die Verhältnisse ganz entsprechend sein. 

Wir können daher folgende Aussage machen: In jedem 
Augenblick nähern sich die Rückkehr- bez. Wendepole mit 
wachsendem n unbeschränkt dem Mittelpunkt des Grundkreises 


der festen bez. beweglichen Evolvente.. Der Abstand eines 
beliebigen Rückkeht- bez. Wendepoles von dem Mittelpunkt 
des betreffenden Grundkreises ist kleiner als der Abstand des 
Poles von demselben. | 
Kennen wir die Polbahn, also auch die Polkurve, da ja 
beide kongruent sind, so gestatten uns die Formeln (7) und (8) 
eine einfache Konstruktion der höheren Pole, wenn uns der 
Pol der betreffenden Lage t auf der Polbahn bekannt ist. 
Ausführung der Konstruktion der höheren Pole: 
Ziehen wir die Normale im Pole ® der Lage tan die Polbahn, 
welche den Grundkreis in A berühre, so ist zufolge der Dar- 
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stellung (IV) der Polbahn APB= rt. Ziehen wir ferner die 
Verbindungsgerade OA, so ist rn 0A d.h. es ist die 
Verbindungsgerade OA gerade die x,-Achse. 

Um nun den (n—1)!® Rückkehr- bez. Wendepol zu erhalten, 
tragen wir auf der x,-Achse in der Richtung O4” die Strecken 
Bern 
demselben, in der Richtung der positiven &,-Achse gesehen, 
nach rechts die Strecken 2- mw AB De7a2 In) - AB ab. 
Die so erhaltenen Punkte sind der (n—1)'® Rückkehr- und 
Wendepol. Den Mittelpunkt des Grundkreises der rollenden 
Evolvente finden wir, indem wir von ÖQ aus auf der negativen 
y,-Achse die Strecke AW zweimal hintereinander abtragen. 


- AO ab, errichten im Endpunkt das Lot und tragen auf 


Drittes Kapitel. 


Untersuchung der Bewegungen für spezielle Lagen der 
höheren Pole. 


Bezüglich dieser Untersuchungen hat R. Müller die 
folgenden beiden Lehrsätze aufgestellt. 

Ienepens von. densnrersten WendepolenW,, W,,... Wn 
alle mit geradem Index auf einer durch den Pol gehenden 
(Greraden und alle mit ungeradem Index auf einer zu dieser 
senkrechten Geraden, so beschreibt der Schnittpunkt beider 
(Geraden, der Ballsche Punkt, momentan eine Bahnstelle mit 
(n+2)punktig berührender Tangente und umgekehrt. 

22 Wenn inzder Retterider Wendepole,von. W, bis .W, 
alle Punkte von geradem Index mit dem Pol % und alle 
Punkte von ungeradem Index mit W, zusammenfallen, so 
durchschreiten alle Punkte des Wendekreises w, Bahnstellen 
mit (n-+2)punktig berührender Tangente mit Ausnahme des 
-Pols und des Ballschen Punktes Ä, der zugleich dem ersten 
von w, verschiedenen Wendekreis w„.+1ı angehört; die Bahn- 
kurve dieses Punktes hat mit der Geraden W,K n+3 unend- 
lich benachbarte Punkte gemein. 

Wir gehen nun zu den in der Einleitung genannten Be- 
trachtungen über. 

SER 
Untersuchung der Bewegungen, bei welchen in jedem 
Augenblick sämtliche Wende- bez. Rückkehrpole aut 
einer durch den Pol gehenden Geraden liegen. 


Sind &%,, % die Koordinaten des Poles und 2, y„ die- 
jenigen des nt Wendepoles in bezug auf. das (xy)-System, 
so liegen dann und nur dann in jedem Augenblick sämtliche 
Wendepole auf einer durch den Pol gehenden Geraden, wenn 
in jeden Augenblick das Gleichung'ssystem besteht: 
Hanse Azdr 


Lan Tan Loan-17T2n— Lg 7 I, —%p 


Yan Yan-ı :  Yan-ı Yan 


ae 


Carl: 5 


N he 


Nach den Formeln (II) des dritten Paragraphen des ersten 
Kapitels sind nun die Koordinaten des nt" Wendepoles: 


sr =) +tPh FiH-Pe"WH.-..-, 

TEN EN 
wenn f(t) und o(t) die als Funktionen des Drehwinkels t ge- 
ebenen Koordinaten des momentanen Poles bedeuten. In 
den angegebenen Ausdrücken ist die Ordnungszahl des Wende- 
poles gleich derjenigen der höchsten vorkommenden Ableitung. 
Vermöge dieser Bemerkungen kann das Gleichungs- 

system (l) auch geschrieben werden: 


Our 
ee gen aa a a 2) go lt)". 


Damit nun wenigstens der erste und zweite Wendepol 


in. jedem Augenblick auf einer durch den Pol’ gehenden 
(reraden liegen, ist hinreichend und notwendig, dab die 
Differentialgleichung gilt: 


(3a) ed BF —0 


1.24 ER is 
oder 5 se +T Ol. 


Verstehen wir unter s die Bogenlänge der Polbahn, so 
folgt hieraus: 


(3) = le d+f dr A=const. 


also: SA, 
d. h. der Pol legt bei gleichen Drehungen des Systemes 


gleiche Strecken auf der Polbahn zurück. 


Damit nun die ersten drei Wendepole auf einer durch 
den Pol gehenden Geraden liegen, ist hinreichend und not- 
wendig‘, daß die Funktionen f(f), p(t) den folgenden Differential- 
gleichungen genügen: 


a) ee 


90 Br 
Aus der hierin enthaltenen Gleichung: 
ee OO ur Z0ET 


finden wir durch Integration: 


( OO UTAUE ke 


u 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen (3) und (4) erhalten 
wir als Krümmungsradius der Polbahn: 
3 
Fee + 2]? 
ef) FE 
Es ist also die Polbahn ein Kreis, welcher für (=0 in 
eine Gerade ausartet. 


lst C=0, so ergibt sich aus den Gleichungen (3a) und (4) 
die weitere: ed Hg) 0 
d. h. aber, da f”(t) und Pd reelleiuiGröbenssind, K(O—0, 
o"(t)—=0, sodab 
(5) d=altro, P=Dit+D, 
die Koordinaten des momentanen Poles sind. 


Ist aber die Polbahn ein wirklicher Kreis, so müssen die 
Koordinaten des momentanen Poles die Form haben: 
(6a) rd =aH+trcose, : ol) =«g+trsing, 
wobei 9—=y(t) eine zunächst noch unbekannte Funktion des 
Drehwinkels t ist. Da nun die Beziehung (3) besteht, mul 
dy 


gr —A, also p=at+ß 


— D= const. 


sein. 
Die Gleichungen (6a) gehen somit über in: 
(6) d=«Ü+treosit+ß, Pd=w-+trsin(at+P). 
Haben nun aber die Koordinaten des Poles diese (restalt, 
so sehen wir sofort, dal dann das ganze Gleichungssystem (2) 


von den Größen f(t), @(t) befriedigt wird. 
Ist insbesondere: 


d=0t-+0,, e=D,t+D,, 

so fallen, wie man sich leicht überzeugt, sämtliche Wendepole 
mit dem ersten zusammen. Ist auch noch (=D, =, so 
fallen alle Wendepole mit dem Pol zusammen. Es liegt bloße 
Rotation vor. 

Die bisher gefundenen Resultate können wir in die beiden 
Lehrsätze zusammenfassen: | 

KelyepenginsgedemssAnugenblick dieversten./dre; 
Wendepole auf einer durch den Pol gehenden Ge- 
zauen, seo betinden;isichsin jedem, Augenblickfsämt- 
liche Wendepole mit dem Pol auf einer Geraden. 

5*r 


Ban 


2. Damit in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
pole auf einer durch denPol gehenden Geraden liegen, 
ist hinreichend und notwendig, dab die Polbann 2; 
Kreis ist, welcher speziell in eine Gerade ausarten 
kann, und'’dabß der Pol bei gleichen Drebun = 
Systemes gleiche Strecken auf derPolbahn zurücklegt. 

Nach den Formeln (3a) des dritten Paragraphen des ersten 
Kapitels gelten nun die Beziehungen: 


(N) Fih=f(i\cost+o(Ysinu Dh) —=Y(l)cost— f'(l)sint, 
wenn Ft) und &(t) die Koordinaten des Poles in bezug auf 
das in der bewegliche Ebene befindliche Koordinatensystem 
bedeuten. 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (6) erhalten wir: 
F(t)= ar sin [(1—a)t— fl, D(t)= arcos|(1—a)t—P). 
Ist dabei a=#1, so folgt hieraus durch Integration: 
Fi=d, — ——-rcos[(1-a)t—ß]; 


I-—-& 


()=d,+ ———-rsin [(l1-e)t--B]. 
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Für a=1 hingegen sind die Koordinaten des Poles im 
beweglichen System: 

FY)=d—(arsinp), DPid)=d,+(arcosß)t. 

Wenn immer sämtliche Wendepole zusammenfallen, haben 
f(t), p(t) die Werte (5). ‚Die Gleichungen (7) liefern uns in 
diesem Falle für die Größen Ft), ®(t) Ausdrücke von der Form: 

Fiü=d—rceos(t+a), Ph=d+rsio(ltta,). 

Unsere Betrachtungen zeigen, daß beide Polkurven Kreise 
sein müssen, von denen der eine in eine Gerade ausarten 
kann, falls immer sämtliche Wendepole auf einer durch den 
Pol gehenden Geraden liegen sollen. Da nun die Rückkehr- 
pole die Wendepole der umgekehrten Bewegung: sind, sieht 
man ohne weiteres, daß, wenn diese immer mit dem Pol auf 
einer Greraden liegen sollen, ebenfalls beide Polkurven Kreise 
sein müssen. Sind nun umgekehrt beide Rollkurven Kreise, 
so liegen, wie wir im vorigen Kapitel gesehen haben, in jedem 
Augenblick sämtliche Rückkehr- und Wendepole auf der 
Polbahnnormale. Aus den Sätzen (I) und (Ill), die wir am 
Anfang: des zweiten Kapitels angeführt haben, geht sofort 


ee, 


hervor, daß, falls die Polbahn eine Gerade und die Polkurve 
ein Kreis ist, sämtliche Rückkehrpole auf der Polbahnnormale 
liegen und sämtliche Wendepole mit dem ersten zusammen- 
fallen, der ja immer auf der Polbahnnormale liegt. Ent- 
sprechendes gilt, wenn die Polbahn ein Kreis und die Pol- 
kurve eine Gerade ist. 

Wir gelangen daher zu dem 

Lehrsatz: Damit in jedem Augenblick sämtliche 
Wende ander Rückkehrnolesaufvermersdurch. den Pöl 
gehenden Geraden liegen, ist notwendig und hin- 
reichend, daß beide Polkurven Kreise sind, von denen 
On eamyerneeknerade,ausarteni. kann |, Es liegen 
aneuanusiı jedem Kallimmersamtliche Wende-,.und 


Rückkehrpole auf der Polbahnnormale. 


Di 
Untersuchung derjenigen Bewegungen, bei welchen 
in jedem Augenblick sämtliche Wende- bez.Rückkehr- 
pole vom.nulab)auf einer Geraden;/liegen. 


Sind wieder &,, Yn die Koordinaten des nten Wendepols, 
so muß in jedem Augenblick das Gleichungssysten bestehen: 


_ MYarYar— __ Year-ıTYr-2 _ 


Kr Kar Lar—1 Tar—2 


(1) 


_ Yn+2—Yn+1 _ Yn+1%n 
een = Cnt1— En 
Aus den Darlegungen am Anfang des vorigen Paragraphen 
ersehen wir, dab jetzt das folgende System von Differential- 
gleichungen gelten muß, wenn n gerade ist: 
ee eye on, Fey 
DEE FIT). er gRr+alt Fnta() gn+D(t) 
nn +1) (t) 
Rn+D(t) 


Wäre n ungerade, so würde der letzte Quotient F 
heißen. 

Es müssen, ob n gerade oder ungerade ist, falls in jedem 
Augenblick der n!® bis (n—+3)'° Wendepol auf einer Geraden 
liegen, die Koordinaten des Poles f(t) und o(t) den beiden 
Differentialgleichungen Genüge leisten: 

HE) a +, 
0, 


wie nach dem vorangegangenen leicht ersichtlich ist. 


BEN 


Durch Integration dieser beiden Gleichungen findet sich: 
3) Ferro + Far OP =9%, [Fr+d HP + PP =. 
Infolge der ersteren der Gleichungen (3) können wir setzen: 
(4) fd) — 6, co et Ti 
wobei @ irgend eine Funktion des Drehwinkels £ ist. 


Erwägen wir die zweite der Gleichungen (3), so folgt: 


dp (en 
lem Ö, 40-00 De 


Ist «=£0, so gehen die Gleichungen (4) über in: 

(5) 2 FRI) — GC, cos(at + PB) od) — Gen (ai 

Für’a—=0 haben #7») und gr TI) de Were 

fr+9(h=0 coßp-—=k, er) Cum 

Ist insbesondere (, —=0, so ist ri MD U, ee I 7 

In den letzten beiden Fällen erkennen wir aus den 
Gleichungen (1) und (2), daß in jedem Augenblick vom (n+1)!® 
bez. vom nten Wendepol ab sämtliche Wendepole zusammen- 
fallen. 

Erfüllen fr +9, oRrtd(t) die Gleichungen (5), so be- 
friedigen sie auch das ganze System (2), sodaß wir den Lehr- 
satz aussprechen können: 

Liegen in jedem Augenblick der nt bis (n+3)t® 
Wendepol auf einer Geraden, so liegen in sec 
Augenblick sämtliche Wendepole vom nu Tabzau 
einer Geraden. 

Damit vom n!®" ab sämtliche Wendepole in jedem Augen- 
blick zusammenfallen, ist hinreichend und notwendig, daß 
fr d—=0, eRrtY(H—0 ist, wie. aus den Gleichungen 
und (2) hervorgeht. Dieser Aussage können wir die folgende 
Borm-geben. 

Damit bei einer Bewegung in jedem Augenblick sämtliche 
Wendepole vom nt ab zusammenfallen, ist notwendig und 
hinreichend, daß die Koordinaten des Pols in bezug auf das 
(zy)-System lauten: 


id At Amar. A, 
o)—=B,r+B 4... + Bastt B,, 


wobei t den Drehwinkel bedeutet.. 


ER TE, 


Ks sollen jetzt in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
pole vom nte® ab auf einer Geraden liegen, während andrer- 
seits alle Wendepole vom (n+m)t ab in jeder Systemlage 
zusammenfallen mögen. 


Das Greichungssystem (2) kann geschrieben werden: 


a vi ne Meireeie,, 0 ee wm ee ee te te ee te he 


zer DH) gm ANER, a2 en sI0) eu?) LE 0, 
pn+m (t) ee (t) + Pan) en 2) (7) — (), 


Mu Se Tepe ua Naar een a ee ee 


pn At) pRTd(R) ae ENT f® 2 N. 


Da nun von (n+m)t®® ab sämtliche Wendepole immer 
zusammenfallen sollen, muß sein: 


ar DI) Ru 0, Da) (t) ei), 


Es muß aber auch das soeben angegebene Gleichungs- 
system bestehen, da ja beständig sämtliche Wendepole vom 
nten ab auf einer Geraden liegen sollen. 

Die erste Gleichung des Systems ist identisch erfüllt. 
Die zweite Gleichung wird die Form haben: 


b, (B,t+ B,) or A, (A,t+ 4,) 70 
42 + B9)+4,4,+B,B,—0. 


Da diese Gleichung für jeden Wert von t richtig sein 
mub, folgt: 


oder: 


Br USD 
sodah 
Tear(t) ne „a ze bi p (nm) (t) == B, —( 
ist. Durch Fortsetzung des ang’edeuteten Verfahrens finden wir: 
a a Eau 0, BR, = N) ee 0, 
ne a, 
; rc, frrr(y=Q, 


Es fallen dann aber, wie wir wissen, sämtliche Wende- 
pole vom (n+ 1)! ® ab zusammen. Unter solchen Umständen 
erhalten wir den 

Lehrsatz: Liegen in jedem Augenblick sämtliche 
Wendepole vom nt® ab auf einer Geraden, und fallen 
ferner injederSystemlage alle Wendepole vom (n+m)'® 
ab zusammen, so kann m nur gleich U oder 1 sein. 

Fallen in jedem Augenblick nicht alle Wendepole vom 
nt oder (n+1)t®® ab zusammen und liegen "in jeder System- 


Ta 


lage sämtliche Wendepole vom n'® ab auf einer Geraden, 
so gelten nach dem früheren die Gleichungen: 


po+9 (1) = 0, cos(at+ß), PrtD(l)— Q, sin (at+P). 
Ist zunächst n gerade, so erhalten wir hieraus durch 


(I+n)malige Integration als Koordinaten des Poles: 
N” 


I 
= Ar NA, NT sin (at+-P), 
N 
3 ee 2 
ol BF Brio m cos(at-+Pß). 
Da CG,,.a,ß ganz willkürliche Konstante sind, sehen wir, 
daß bei der genannten Bewegung die Koordinaten des Poles 


die Gestalt haben: 
Yd=-A4M+4rn+..+t+4n 4 Bsin (at+P), 
o=B,"+B Pr Ir... + Bat Dn  RKeostan 


unabhängig davon, ob n gerade oder ungerade ist, wobei die, 
Größen A, B,R, a, $ willkürliche Konstanten sind. Haben 
nun f(t) und (ft) die angegebenen Werte, so überzeugt man 
sich leicht, daß dieselben das Gleichungssystem (2) erfüllen. 
Es gilt daher: der 
| Lehrsatz: "Damit in’ jedem Augenblick säamtler 
Weendepole vom n!®@ ab.auf. einer Geraden liess 
ist notwendig und hinreichend, daß der momentane 
Polin bezug auf das (zy)-System die Koordinatenhae 
1 | OA HA + Are Ant AnHB sin (at4P) 
\o® —= RB," + Br !+B,W 7? +... + Dbnät4+Dn Roco 
wehnst den Dreliwinkel, die anderen Größen willkür- 
Hehe Konstanten bedeuten, 

Sind Ft) und ®(t) wieder die Koordinaten des Poles in 
bezug auf das bewegliche System, so bestehen die im vorigen 
Paragraphen erwähnten Beziehungen: 

Fih)=f(Ücost+ei(lsind _Pltl=p(t)cost— (sin 
Im vorliegenden Falle lauten diese Relationen: 
F'(t) = ntr— (A, cost B,snh FH n-1)1r 2 (A, eost 
+5, sint)+...+21(A,„22c0ost+ B„_2sint) +4, 1c0st 
x + B„-ısint-ak cos [(a—1)t-+P], 
(6) Hd —=nt"(B,cosot- A sn +m hr 72 Ber 
— 4A, sint)+...+2t(bn-2cost— An-ssin $) + BD„-ıcost 
Ananas 


a RE 


Sa awirAr In Bin 0, 2er en uch erastolet 
aus den soeben aufgestellten (Gleichungen durch Integration, 
wenn,a=El' ist: 


Ring, 128 sin (t+a,) dt + nD Rn fr sin [(t+a,_,)]dt+.... 
+ on, [fsin ta) dt+ R, [sin dt+a)dt+ sin Ka-1)t+B]+C,, 
Dd—n, [ir cos(t+a,) dt + Rn er cos (+, .,)dt-+.. 
" >, |i cos(t-Fa.) dt+-R, [cos ya a cos[(a-1)t+B]+C, 


Durch wiederholte Anwendung der partiellen Integration 
finden wir als Koordinaten des Poles in bezug auf das in 
der beweglichen Ebene liegende Koordinatensystem: 


FÖ=-OQ+R+Ft+RR4+... +04 sin [(a-1)t+B), 
(II) rt 
DN)—C,+D,+B,148,1°+... +0,01 X cos[(a-1)t+B], 


wenn unter AR und ®, die Funktionen verstanden werden: 


ee 


Fr =— SEE er RE cos Era) t- ap R,+ısin (t+a,21ı) 
+ En RR, C0S Be 

D,— 1 Tr R, sin Iran en -Arrıcos(t+Qa,+1) 
- au R,ı2sin ee 


wobei die letztgenannten Summen mit dem Grliede abbrechen, 
in welchem Ri enthalten ist. | 

Ist speziell a=1, so ist in den Summen (IH) das letzte 
Glied zu ersetzen durch (Avcosß)t bez. (Ksin P)t, wie ohne 
weiteres aus den Gleichungen (6) zu ersehen ist. 

Um nun die Bedingung dafür zu finden, daß ın jedem 
Augenblick sämtliche Rückkehrpole vom nt! ab auf einer 
Geraden liegen, brauchen wir nur zu bedenken, daß die Rück- 
kehrpole die Wendepole der umgekehrten Bewegung sind, 
und daß der Drehwinkel der umgekehrten Bewegung gleich 
dem negativen Drehwinkel der ursprünglichen ist. Es ist da- 
her notwendig und hinreichend, damit in jedem Augenblick 
sämtliche Rückkehrpole vom n!®% ab auf einer Greraden liegen, 
ohne daß vom nteR oder (n-1)te ab sämtliche Rückkehr- 
pole andauernd zusammenfallen, daß die Koordinaten des 


ET WS 


momentanen Poles in bezug auf das bewegliche System die 
Werte (l) haben, wenn jetzt t den Drehwinkel der umge- 
kehrten Bewegung bedeutet. Infolge der Relationen (3a) und 
(3b) des dritten Paragraphen des ersten Kapitels folgen die 
Gleichungen (IH) aus den Gleichungen (I) und umgekehrt. 
Man kann daher auch sagen: Damit in jedem Augenblick 
sämtliche Rückkehrpole vom nt ab auf einer Geraden liegen, 
ohne dal andauernd vom nt oder (n-+ 1)” ab sämtliche 
Rückkehrpole zusammenfallen, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Koordinaten des Poles in bezug auf das (xy)-System 
die Form (II) haben, wenn t, =— ? der Drehwinkel der direkten 


Bewegung ist. 


SUB. 


Hortsetzung dieser Untersuchung für den Fall s zZ 


Von besonderem Interesse sind diejenigen Bewegungen, 
bei welchen in jedem Augenblick sämtliche Wende- bez. 
Rückkehrpole auf einer Geraden liegen, ohne daß dieselbe 
durch den momentanen Pol zu gehen braucht. Wir wollen 
daher diese Bewegungen etwas näher betrachten. Wir nehmen 
dabei an, dab nicht vom ersten oder zweiten ab sämtliche 
Wende- bez, Rückkehrpole zusammenfallen. Diese Annahme 
soll im folgenden nicht immer wiederholt werden. 


Für n=1 erhalten wir aus den Gleichungen (l) und (U) 
des vorigen Paragraphen, wenn a] ist: 
(la) fd —=4A,+A,t4+Ksin (at+ß), pl)=B,+B,t—R cos (at-+P) 


und: ER 


El 


FO = OÖ R,costray 
\oo —(, +5, sin ((+a,)— 


wenn’aber @— 1: ist: 
(2a) f)=A,+A,t+K sin G+P) e=B,+B,t—- Reos(t+Pß) 
en (Fi—=0,+(Rcosf)t—R, cos(t+a,), 
x \BO)= G,+(R sin )t+R, sin (t+a,), 
wobei gesetzt ist: 


A, fu sd 002. D, icon 


sin (a—1)t+P], 


(1b) 
= cos ((a—l)t+P], 


C 
@& 


Liegen in jedem Augenblick sämtliche Rückkehrpole auf 
einer (reraden. so geht aus den Daglegungen am Ende des 


en 


vorigen Paragraphen hervor, dals die Koordinaten des Poles 
in bezug auf das feste und bewegliche System die Form haben, 
wenn al ist: 
fü—0,—R, costt—a)+ 
(32) FR | | 
eW=&—K, sin (i—a,) - — cos[(I-a)t+ß] 


sin |(I1—-a)t+Pß], 


und: 

(Fi) — 4A, —A,t— ksin (at—P), 
\DO()—=B,— B,t— Reos (at—B), 
wenn aber a=| ist: 


If = 6, — (Recosp)i—.R, cos (t- a), 


(3b) 


(4a) \le()=0,—(Rsin $}t—R, sin (t—«,) 
und: 

a (Fd=4A—4t—Rsin (t—P), 
(4b) \Dd)=B,— B,t— Recos(t—ß), 
wobei 


Ne 


ist und # den Drehwinkel der direkten Bewegung bedeutet. 

Nach Angabe der Formeln, die wir im weiteren brauchen, 
stellen wir die folgende Betrachtung an. 

Die Gleichung einer Geraden kann geschrieben werden: 
YEMEHN. 

Wir können dann m und n so von einem variablen Para- 
meter abhängig machen, ‘daß die Gerade eine vorgelegte 
Kurve umhüllt. Verstehen wir nun wieder unter f,(l), @,(f) 
und fz(t), 9,(t) die Koordinaten des ersten und zweiten Rück- 
kehrpols, so hat die Gerade, welche durch die ersten beiden 
Rückkehrpole der Systemlage t hindurchgeht, die Gleichung: 
() a er Ei AUT LAU) 

Nun sind aber, wie wir wissen, die Koordinaten der Rück- 
kehrpole darstellbar durch die Koordinaten des Poles und 
deren Ableitungen nach dem Drehwinkel. 

Sollen in jedem Augenblick sämtliche Rückkehrpole auf 
einer Greraden liegen, so müssen die Koordinaten des Pols 
bestimmte von uns angegebene Funktionen desDrehwinkels sein. 

Es sind daher die Größen: 

9 d—ps(t (d — get) 
Ale ron 


auch bestimmte Funktionen des Drehwinkels t. 


ze 


Hieraus folgt aber, daß die Lagen der Geraden, welche 
sich in jedem Augenblick durch sämtliche Rückkehrpole legen 
laßt, nicht willkürlich vorgeschrieben werden können. 

Aus den Gleichungen (3a) ergeben sich nun mit Hilfe der 
Formeln (E) des dritten Paragraphen des ersten Kapitels als 
Koordinaten der ersten beiden Rückkehrpole: 


LOÖ—=O+R-Z sin [-a)t-+B], 


al 


5) 


»d—=G—-R-cos[A-a)t+B] 


O-CHR ZZ sin [U-oJt+B} 
9, =G—R En ul olen! 


Die Gerade, welche nun durch die ersten beiden Rückkehr- 
pole der Lage t hindurchgeht, hat die Gleichung: 


Br] cos (l-a)t+P] 
= org [1-a)t+ B](@- GR sin ll @t+ß]) 
der: 
© (y— 6,) sin [(1-a)t+ßB] + (2—0,) cos [(1—-a)t+ PB] —=V. 


Die betrachtete Gerade geht also in jedem Augenblick 
durch denPunkt: 


a2 


Bl 0 


Ist speziell a—=1, so sind die Koordinaten der ersten beiden 
Rückkehrpole, wie aus den Gleichungen (4a) hervorgeht: 


. d=0,+ Rsin B—(Rcosß)t, 9, )=(0,—Rcosß—(Rsin ft, 
f, D)=0,+2Rsin B—-(RcosP)t, 9 (dD=(,—-2R cos ß—(Ksin ft. 


Die Gleichung der Verbindungsgeeraden der ersten beiden 
Rückkehrpole” der Lage lautet’hier: 


y—(0,+FRcosß+ (Rsin B)}t=— cotgß [2 — O,-—-Rsinß+ (Rcosß)t] 
oder: xcosß+ysinß—ÜC,sin$ß—O, cosß+R-t=(. 

Das ist aber bei veränderlichem t die Gleichung eines 
Parallelstrahlenbüschels. 

Bedenken wir, daß die Wendepole die Rückkehrpole der 
umgekehrten Bewegung sind, so gelangen wir zu den 

Lehrsatz: Liegen in jedem Augenblick samtlıche 


Rückkehr- bez.Wendepole auf einer Geraden, so bildet 
die: Gesamtheit dieser Geraden im festen bez. be- 


Ber N ne 


weglichen System einen Strahlenbüschel, welcher 
speziell ein Parallelstrahlenbüschel sein kann. 


Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Polkurven für 
den Fall, daß in jedem Augenblick sämtliche Wendepole auf 
einer Geraden liegen. Die Polkurven haben dann entweder 
die Gleichungen (la) und (lb) oder (2a) und (2b). 

Wir betrachten zunächst die Polbahn. Hier ist es gleich- 
BultieWobrazpliödersa®= 1) Ast. 

Die Gleichungen der Polbahn sind: 

d=4,+($, sin a, )t+ Bsin (at-+Pß), 
> o)=B,+(R, cosa,)t— Recos(at+Pß), 
wobei gesetzt ist: 
Ah ls ag. Dell 6OSUr. 

Wir sehen nun sofort, dab wir ohne Beschränkung der 
Allgemeinheit die Größen Re: und A als positiv annehmen 
können. Die Größe «a ist völlig willkürlich. Wir wollen jetzt 
a—=-+4 setzen, sodaß wir 4 immer als positiv voraussetzen 
dürfen. 


Führen wir einen neuen Parameter 


bb tAlEh 
ein, und nehmen wir eine Verschiebung des Koordinaten- 
en : P ; P en 
anfangspunktes um 4, een sin a, D, — 478 COsId,; vor, 


so erscheinen die Polbahngleichungen in der Form: 


ee En sin a) u beine U (& cos a) t — kcost.. 


Je nachdem ob das obere oder untere Zeichen vor 4 gilt, 
können wir schreiben: 


(bRer— (3 sin a) u tr ksnis y-- ( cos a) L — meost, 
oder: | 


(Der E sin a) u + wsnt, Y= (5 cos a) ı — cost, 


wobel. 0, 0, —ı ist. 

Die Gleichungen (6) und (7) haben aber dieselben Formen, 
sodaß wir nur die einen derselben weiter zu betrachten 
brauchen, etwa die Gleichungen (6). 


BE en 


Dreben wir nun unser Koordinatensystem um den Winkel 


—[& | so gehen unsere Polbahngleichungen (6) über in: 


TE 


= 44 Rsin(+a +5) %=-—fcos 1 +43) 


Setzen wir noch: 


GE R 
= YV— hats ag 
und verschieben wir den Koordinatenanfangspunkt um 
= a, +- ‚„— R, so nehmen die betrachteten Polbahn- 


gleichungen die Gestalt an: 
(D) z=0od—Rksind, y=k(l-cos®). 

In diesen Gleichungen erkennen wir aber diejenigen der 
sekundären Zykloide, welche von Michelangelo Ricci ent- 
deckt worden ist und die gemeine Zykloide als Spezialfall in 
in sich enthält. 

Hat nun die Polbahn die Gleichungen (la), so lauten die- 
jenigen der Polkurve nach (2a): 


F)=0—R,cos(+a)+ R—- sin [(a—1)t+B), 


eae—1 


DU—C,+ER, sin ((+a,)— R— cos[(a—1)t+P]. 


Die Größen AR, und A& können auch hier als positiv an- 
genommen werden. 

Wir nehmen zunächst eine Parallelverschiebung des 
' Achsenkreuzes um (,, (©, vor, wodurch wir als Gleichungen 
der Polkurve erhalten: 


= —k1cos(tt+u)+R =. sin [(a 1, Pl, 


‘a Hat smft Ba h co Ka—1)t+Bß]. 
Setzen wir: 
| a=—-a+n P=h+H, h=-t, 
so folgt: 
s = Rıcos(h+@)+K -. cos [((a—1)tı — Pi], 
2 7 = KRı sin (h +02) — Ro; sin [(a—1l)thı — Pi]. 


Um die durch diese Gleichungen dargestellte Kurve näher 
kennen zu lernen, wollen wir uns die Gleichungen der all- 
gemeinen Epi- und Hypozykloide herleiten. Zu diesem Zwecke 


Be 


stellen wir die Bewegungssgleichungen eines beliebigen Punktes 
der Ebene eines Kreises auf, der auf einem anderen von 
außen oder von innen abrollt. 

Wir machen die Mittelpunkte beider Kreise zu Anfangs- 
punkten der: beiden Systeme. Die Achsenkreuze der beiden 
Ebenen wählen wir so, dal die entsprechenden Achsen an- 
fang's einander parallel sind. 

Bedeuten ferner f(t), @(t) und Ft), P(t) die Koordinaten 
des Poles im festen und beweglichen System und a, b die- 
jenigen des Anfangspunktes des beweglichen Systemes in 
bezug auf das in der festen Ebene befindliche Koordinaten- 
system, so gilt, wenn t der Drehwinkel ist: 

a— ft) — Ft) cost+P(t)sint, b=ol(t) — Ft) sin t— B(t) cost. 

Verstellen wir weiter unter 0, und o, die Radien der 
beiden Kreise und unter a, den Winkel, den die Zentrale 
der beiden Kreise anfangs mit der x-Achse bildet, so finden 


wir mit Rücksicht auf die Formeln (I) des ersten Paragraphen 
des zweiten Kapitels: 


(1) a= (6140) 00s (- ta) bie tes) sin (& +) 


94% 914.0 
wobei die oberen Vorzeichen für epizykloidische, die unteren 
für hypozykloidische Bewegung gelten. 
Die Bewegungsgleichungen eines beliebigen Punktes der 
beweglichen Ebene sind nun: | 
ct—=qa4+£&cost—nsins y—=b+E£sint+ncost 
oder, wenn wir 
&= 0, 0080,29 == 0,3100,,30,>0 
setzen: 
c—=qa+o,cos(t+ta,), y=b-+o,sin(t+a,). 
Bei Beachtung der Relationen (U) können wir hierfür 
schreiben: 


ee 0Ete0,1CHs | Br t+a,) +0,cos(t-+a,), 


y- + to, sin (tt) +0 sin t+a) 


Gelten die oberen Vorzeichen, so stellen diese Gleichungen 
eine allgemeine Epizykloide dar, gelten die unteren Zeichen, 
so stellen dieselben eine Hypozykloide dar. 


ee 


Für die Epizykloide führen wir einen neuen Parameter 


ein durch: 
BL 02 } 


I 0170 i 


Bei der Hypozykloide dagegen setzen wir: 
ee ed 
: u 


Dann sind die Gleichungen der Epizykloide: 


= (0,+0,)c0s (lt, +Q,)-+ 0, C08 [et + a) 
(9) 
y= (0,+0,) sin (, +@,)+ 0, sin (te ba a) 


und die der Hypozykloide: 


LZ= (0, — 0,5) COS (t, 0) + 0, C0S [e=e 40% ) 
(10) S 
Yy— (0, —0,) sin (, +a,) — 0, sin [ez . 


02 


Bei der Hypozykloide sind zwei Fälle zu unterscheiden, 
nämlich dal» der größere von den erzeugenden Kreisen der 
feste oder der bewegliche ist. Im ersten Falle ist , —,>0, 
IN zweiten 0, 0,0 

Ist 0, —0,<0, so lassen sich die Gleichungen (10) auch 
in die folgende Form bringen, wenn ,=qa,+n gesetzt wird: 


(0; FE 0) cos (t, +4,) + 0, C0S Be L, Si a) 
y= (0, — 0,) sin (, +a,)-+ 0, sin we + a) 
2 


wobei 0,072 0.st 

Die Gleichungen (8) enthalten nun die drei Gleichung's- 
paare: (9); 410) und (11) in sich. | 

Ist a>1, so stimmen die Gleichungen (8) genau mit den 
Gleichungen (10) der Form nach überein, da ja &, und R 
größer als Null sind. Sollen die Gleichungen (8) und (10) 
dieselbe Kurve auch der Lage nach darstellen, so müssen die 
Beziehungen bestehen: 

% 0, Az Goa, 9ER a 

Ist ferner O<a<l, so können wir die Gleichungen (8) 

auch schreiben: 


—a—l. 


ed 2 


Pre ll, C0S (d+a)+R- cos [((l—o)t, + Ps]; 
sin (l—a)t, +ß,]: 


wobei 9, =Pß,+ 7 gesetzt worden ist. 


(12) 


1 R, sin (h+@)+R- 


Diese Gleichungen haben nun dieselbe Form wie die 
Gleichungen (11). Sollen beide Gleichungspaare dieselbe 
Kurve darstellen, so muß gelten: 


r. ae er pn @ 090 
Fe a N ee ee Te 


Diese Beziehungen können ohne Widerspruch bestehen. 
Ist endlich a<0(, also «=—.a>(0, so ist eine weitere 
Form der Gleichungen (8) die De 


1 [& —= AR, cos(, +a,)+ k —— er cos[((a +1) +ß,], 
Ir. sin[(@«+1)4 + fi], 


welche völlig mit derjenigen der Gleichungen (9) übereinstimmt. 

Damit durch die Gleichungen (9) und (13) auch der Lage 
nach dieselbe Kurve dargestellt wird, müssen die Relationen 
stattfinden: 


2 Bar | a eh gt __ 
0, — 4, BZW; 9, +9=H,, ,—=fR RE en 


die ebenfalls auf keinen Widerspruch führen. 


—= AR, sin (h+a,)+ KR —— Es 


Ist a—=1, so sind die Gleichungen (2a) und (2b) diejenigen 
der Polbahn und Polkurve In beiden erkennen wir nach 
den vorangegangenen Untersuchungen die Gleichungen der 
sekundären Zykloide. 

Unter solchen Umständen können wir den Lehrsatz aus- 
sprechen: 

Wenn in jedem Augenblick sämtliche Wendepole 
auf einer Geraden liegen, so ist die Polbahn stets eine 
sekundäre Zykloide, die Polkurve dagegen entweder 
eine sekundäre Zykloide oder eine Epi- oder Hypo- 
zykloide der verallgemeinerten Art. 

Wir wollen jetzt die Beziehungen aufstellen, welche 
zwischen den Abmessungen beider Polkurven bestehen. 

Bedeutet / eine willkürliche positive Konstante, so lassen 
sich, wie wir wissen, unsere Polbahngleichungen auf die 
Form (6) bez. (7) bringen, je nachdem ob a=+Aodera—= —/ 

Carl. 6 


Be. Fe RN 


ist. Aus den Gleichungen (6) oder (7) folgen dann als 
Gleichungen der Polbahn: 


(I) 2—=0o9—- Rsind, y=R(1—cosP®), 


wobei o den Wert hat: 
(14) DH 


/ 


Für die Gleichungen (6) hatten wir diese Umformung 
genau durchgeführt, für die Gleichungen (7) ist der Gang 
dieser Umformung ganz ähnlich. 

Die sekundäre Zykloide entsteht nach Michelangelo 
Ricci, wenn man im Punkte BP der Strecke AB das Lot er- 
richtet, auf diesem die Strecke BD—=2R abträgt, um BD, wie 
angedeutet, den Halbkreis beschreibt, durch die Peripherie- 


D 
F 
0 
Le 
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Fig. 12. 


punkte Ü zur Strecke AB= on Parallele zieht und auf diesem 
Punkte F so bestimmt, dab gilt: 


arc(BCD):arc{DC)—= AB: CF. 
Die Gleichungen der entstehenden Kurve sind in bezug 
auf 4 als Anfangspunkt und die Verbindungslinie von A und B 
als x-Achse die Gleichungen (I). 
Ist @«>1, so bestehen zwischen den Konstanten der Pol- 
kurve die Relationen, wenn wir a==/ setzen: 


\ h Part a 
(11a) BB = Es DER aan. 


See ER lie [03 


Mit Rücksicht auf (14) finden wir, daß in diesem Falle 
zwischen den Abmessungen derPolkurven die beidenGleichungen 
stattfinden: 


(II) en, 


GEIST ST he 


Genügt a der Ungleichung O0<a<], so gelten bei der 
Polkurve die Konstantenbeziehungen, wenn a—=4 gesetzt wird: 
4 9 — 
u u: O3 =R Er - ee —=14, 
woraus wir leicht unter Berücksichtigung der Gleichung (14) 
die beiden Relationen zwischen den Abmessungen der Pol- 
kurven erhalten: 


3 Ro 
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Ist endlich a<O0, und setzen wir wie bei der Polbahn 
a=—-/, sodaß A>0 ist, so erfüllen die Konstanten der Pol- 


kurve die Bedingungen: 


Dr 23 4 ann 
91 +0=K&ı, g—R--T - —A-+|. 


Erwägen wir wieder die Gleichung (14), so sehen wir 


leicht ein, daß in diesem Falle zwischen den Abmessungen 
der beiden Rollkurven die folgenden Gleichungen statthaben: 
(V) 01 = 0x ERPAN — 
0— 0 p 
Ist a=1, so lassen sich die Gleichungen der Polbahn 


und Polkurve, wie man sich nach dem Vorangegangenen leicht 
überzeugt, in die Form bringen: 
Te Muh hsnda, = All--cosh) 
E=Rb— Rısintb, n=k,(1l—cosb). 
In diesem Falle sind also beide Polkurven sekundäre 
Zykloiden, bei welchen die für die Gestalt dieser Kurven 


bez. 


wesentlichen Konstanten A, A, miteinander vertauscht sind. 
Wir kommen nun zur Untersuchung der gegenseitigen 
Lage, welche die beiden Polkurven beim Abrollen aufeinander 
einnehmen. 
Wir behandeln zunächst den allgemeineren Falla=+l. 
Die in den Gleichungen der beiden Polkurven vor- 
kommenden Konstanten A,, B,, C,, ©, hängen von der Wahl 
der Anfangspunkte der Koordinatensysteme in den beiden 
‚ und 8 von den Richtungen der 
Koordinatenachsen in den beiden Ebenen abhängig sind. 
Wenn wir die gegenseitige Lage zweier Kurven untersuchen, 
so ist es gleichgültig, welche Koordinatensysteme wir zugrunde 
legen. Wir wählen die Achsenkreuze so, dab gilt: 
A=0, B=R G=0, G—=0, =, En 
6* 


Ebenen ab, während a 


Dann ist: 
Ah sn iR Bi eah.cosan 

Die Gleichungen der Polbahn lauten also nach (ba 
(15) fd =Rıt+ Rsin (al, oed=R[l—-cos (al). 

Wir verfolgen jetzt die Operationen, welche nötig sind, 
um diese Gleichungen in. die Form (I) zu bringen. 

Verstehen wir unter 4 eine willkürliche positive Größe, 
so unterscheiden wir die beiden Fälle «=--/ und oa =—.J. 

Setzen wir im ersten Fall ti, =At, so folgt: 


fd—-4+Rsint, Pl) R(-cost)). 


Drehen wir das (zy)-Achsenkreuz um den Winkel —z, 
so gehen die Polbahngleichungen über in: | 


y—— ih Rein bb, Yı=—-R(l- cost). 


Führen wir ferner einen neuen Parameter 
= —(hıh+n) 


ein, und verschieben wir den Koordinatenanfangspunkt um 


= 2. rn, y=—2k, so erscheinen die Polbahngleichungen in 
der Grestalt: ® 
(15a) = —Z-09— ksind, y=KR(1l- cos?®). 


Um bei unserer Wahl des Koordinatensystems aus der 
ursprünglichen Form der Polbahngleichungen die letzte zu er- 
halten, haben wir einen neuen Parameter = — at—n ein» 
geführt, das Achsenkreuz um den Winkel —rz gedreht und 


in dem neuen Koordinatensystem den Anfangspunkt um 
an, —2R verschoben. 
Ist hingegen a=—4, und setzen wir =Ät, so können 


die Polbahngleichungen geschrieben werden: 
150) Od h-Rsint, PÜd—R(L-cost,). 

Um in diesem Fall die gewünschte Form der Gleichungen 
zu bekommen, brauchten wir nur einen andern Parameter 
t =At einzuführen. 


Die Gleichungen der Polkurve sind nach (lb) bei der 
Wahl unseres (£&n)-Systems: 


FiÜ)—=Rısint+R -— 
D(t)— Rıcos Ih cos [(a—1)]. 


sin [(a--1)t], 
(16) 


Durch Einführung eines neuen Parameters t, =—t gehen 
die Gleichungen (16) über in: 
Eid) cos (% + 3) nr cos (a + 3) 


. 7T . 
DO —Rı sin ("+3 ) RZ sin (@-Vh +4) 
Ista>1,so ee diese Gleichungen den Gleichungen 
(10). Es ist daher ,— = .u=— — Dabei ist infolge ihrer 


Einführung die (Größe a, die Anomalie des Berührungspunktes 


(16a) 


der beiden die Hypozykloide erzeugenden Kreise bei Beginn 
des Abrollens in bezug auf das in der Ebene des festen Kreises 
liegende Koordinatensystem, während a, die Anomalie des 
erzeugenden Punktes in bezug auf das in der Ebene des 
rollenden Kreises- liegende Achsenkreuz ist. | 

Erfüllt a die Ungleichung 0<a<1, so können dieGleichungen 
(16) auf die Form gebracht werden, wenn L =-—1 ist: 


F'ft) = Ri cos (% +- 3) a 6 (a- a)tı + a 
D(t)— Rı sin ( - 3) SR E 1 sin (u-@ bi. 3) 


Diese Gleichungen entsprechen dem Gleichungspaar (11). 


(16b) 


- 7 7 B) 
Es ist also a, ori, daher hat a,=a,+n den Wert GR 
Genügt endlich «a der Bedingung a<0, so nehmen die 
Gleichungen (16), wenn wir Eu setzen, die Form an: 


2) sin IR 7 sin [-A+D)E], 
PR cost u Fra; cos[-(A+1)t). 
Hierfür läßt sich schreiben, wenn wir wieder , —— tsetzen: 


|ro=R, cost +3) +Rz a (a+n: ı— 2) 


v0 —%, sin [ = 5 ee sin lü+n w -3) 


Diese Gleichungen RN den Gleichungen (9). 


(16c) 


7T . o 
=, wobei, a die ange- 


2° 3 
gebenen Bedeutungen haben. 

Die Koordinaten des Anfangspunktes des beweglichen 
Systemes in bezug auf das in der festen Ebene befindliche 


Koordinatensystem lauten, wie wir wiederholt gesehen haben: 


a—=flt)— Fit) cost+Bft)sint, b=oflt) — Fl)sint— Pt) cost. 


E 3 7T 
Es ist hier 0, =, und a, 


Zu Beginn der Bewegung haben in dem betrachteten 
Fall die Größen a, b zufolge der Gleichungen (15) und (16) 


die Werte: 


a—0, bD=R&L —R, 


Für. 6==0 folgt’ ferner aus (15a) und (15b): 


== — = IT, ya 
bez. 
REES): 
Die Größen Ft) und D(t) nehmen für {—=0, wie aus den 
Gleichungen (16) hervorgeht, die Beträge an: 
\ [64 
Rt). PN Reh Da 
Infolge der Wahl des Koordinatensystems in der beweg- 
lichen Ebene ist der Mittelpunkt des festen ‘der peidensar 
Polkurve erzeugenden Kreise der Anfangspunkt des Koordi- 
natensystemes. Sehen wir den genannten Punkt als Mittel- 
punkt der Polkurve an, so ist also der Mittelpunkt der Pol- 
kurve der Anfangsspunkt des beweglichen Systems. Es ist 
dann die Entfernung‘ eines beliebigen Punktes der Polkurve 
von ihrem Mittelpunkt nach Gleichung: (16): | 
1 
+9: gu rt+( 


1 
2 4 
=) enden, = cosat|’. 


& 0 
Ist a>1 oder a<(0, so wird der Ausdruck ein Minimum für 
2n 4 
0, — D ER En, ..o.. 


ERTCE 
Ist,aber O<a<l, so wird der Ausdruck ein Maximum 
für die genannten Werte von 1. 


Bei der Darstellung der Polbahn durch die Gleichungen 
(15a) und (15b) fällt die Abszissenachse, wenn wir uns auf 
die Figur 12 beziehen, mit. der Verbindungslinie der Punk 
A und BD zusammen, während A Anfangspunkt des Achsen- 
kreuzes ist. Nennen wir die Verbindungsgerade von A und B 
(srundlinie der Polbahn, so ist ohne weiteres klar, daß der 


Punkt?r— _.. y=2R ein Maximum der Polbahn in bezug 
auf ihre Grundlinie ist, während der Punk 20,49 0m 
Berührungspunkt der Polbahn mit ihrer Grundlinie ist. 


Aus den angestellten Betrachtungen geht nun folgendes 
hervor: 


EA 


Ist die Polbahn eine sekundäre /ykloide, die Polkurve 
eine verallgemeinerte Epizykloide, so ist bei unserer be- 
trachteten Bewegung der Pol der Anfangslage, aufgrefaßt als 
Polbahnpunkt, ein Berührungspunkt der Polbahn mit ihrer 
Grundlinie, während er als Polkurvenpunkt dadurch ausge- 
zeichnet ist, daß er vom Mittelpunkt der Polkurve einen 
kleinsten Abstand hat. Ist aber die Polbahn eine sekundäre 
Zykloide, die Polkurve eine verallgemeinerte Hypozykloide, 
so ist der Pol der Anfangslage, aufgefaßt als Polbahnpunkt, 
ein Maximum der Polbahn in bezug auf ihre Grundlinie, 
während er als Polkurvenpunkt dadurch ausgezeichnet ist, 
daß er vom Mittelpunkt der Polkurve einen kleinsten oder 
größten Abstand hat, je nachdem ob von den beiden die 
Polkurve erzeugenden Kreisen der feste der größere oder 
kleinere ist. 

Wir haben gesehen, daß, falls a$1 ist, die Gleichungen 
der beiden Polkurven bei der betrachteten Bewegung in die 
Formen (15) und (16) gebracht werden können. Wir haben 
gefunden, was für Kurven die Polkurven sind,- welche Be- 
ziehungen zwischen ihren Abmessungen bestehen und welche 
gegenseitige Lage sie beim Abrollen auf einander haben. 
Da aus den Gleichungen (15) uud (16) mehr Beziehungen 
zwischen den Polkurven, als wir angegeben haben, nicht 
folgen, so müssen sich umgekehrt die Koordinaten des Pols 
in bezug auf das feste und bewegliche System auf die Formen 
(15) und (16) bringen lassen, wenn die beiden Polkurven die 
genannten Kurven sind, zwischen deren Abmessungen die 
angegebenen Beziehungen bestehen, und die sich anfangs in 
der besprochenen Weise berühren. Dann liegen aber auch 
in jedem Augenblick sämtliche Wendepole auf einer Greraden. 

Wir behandeln nun den speziellen Fall a1. 

Wie wir wissen, sind dann beide Polkurven sekundäre 
/ykloiden, welche die Gleichungen (2a) und (2b) haben. Wir 
wählen hier die Koordinatensysteme in den beiden Ebenen 
so, daß die Beziehungen bestehen: 


tt Bl: Are De, = Del; 


Die Gleichungen (2a) und (2b) gehen dann über in: 
” (fü =Fit+ksint pbl)—=—kecost, 
en \Fi)=Rt+R, Sn Dt) ==. hu Cosit, 


re 


Wir führen einen neuen Parameter 
=l—n 
ein, sodaß folgt, wenn wir noch eine Verschiebung des 
Koordinatenanfangspunktes in den beiden Ebenen um z= Rn, 
y=hbezx- han —- h, vornehmen. 
s—=Rıth-Rsioit, y=—(R-Roeost), 
2 rt Kısoh,, m Tal cod 
Vertauschen wir noch die Richtungen der y-Ache mit- 
einander, so erhalten wir als Gleichungen der beiden Polkurven: 


2—= Rıh— ksin th, y—=k(1— cost), 
(18) zo nm ER n=Kı(ll— cos t,). 
Für t=0 ist, =—n. Es berühren sich also anfangs beide 


Polkurven in einem Maximum in bezug auf ihre Grundlinien. 
Zufolge der Gleichungen (17) ergeben sich aus den 

Gleichungen 

a=fh) — Ft) cost+Plt)sint b=oltl) — Ft) sint— Dt) cost 

als Koordinaten des Anfangspunktes des beweglichen Systemes 

in bezug auf das in der festen Ebene befindliche Achsenkreuz 


Für = 0% 08 b=—(R-+R). 


Bei der Darstellung der beiden Polkurven durch die 
Gleichungen (18) hat in der Anfangsslage die y-Achse die ent- 
gegeengesetzte Richtung der n-Achse, während die x-Achse und 
&-Achse gleich gerichtet sind. Es folgt daher, daß sich die beiden 
Polkurven anfangs die konvexen Seiten zukehren. 

Da aus den Gleichungen (17) mehr Beziehungen zwischen 
den Polkurven, als wir angegeben haben, nicht folgen, so 
müssen sich umgekehrt die Koordinaten des Pols in bezug 
auf das feste und bewegliche System in die Formen (17) 
bringen lassen, wenn die beiden Polkurven sekundäre Zykloiden 
von der genannten Eigenschaft sind, die in der angegebenen 
Weise aufeinander abrollen. 

Wir wollen nun unsere Ergebnisse zusammenfassen in das 

Resultat: Damit in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
pole auf einer Geraden liegen, die im allgemeinen nicht durch 
den Pol der betreffenden Systemlage geht, sind die folgenden 
Bedingungen notwendig und hinreichend: Die Polbahn muß 
stets: eine sekundäre Zykloide sein, die Polkurve hingegen 
muß eine sekundäre Zykloide oder eine verallgemeinerte Epi- 
‚der Hypözykloide sein. Im ersten Falle müssen die für die 
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Gestalt der sekundärenZykloide wesentlichen beiden Konstanten 
gegenseitie in den Polkurvengleichungen vertauscht sein. 
Außerdem muß der Pol der Anfangsslage, wenn er, aufgefalst 
als Punkt der einen Polkurve, ein Maximum derselben in 
bezug auf ihre Grundlinie ist, ebenfalls ein Maximum der 
anderen Polkurve in bezug auf deren Grundlinie sein. Ferner 
müssen sich im Pol der Anfangslage beide Polkurven ihre 
konvexen Seiten zukehren. .Im zweiten Falle, wenn die Pol- 
kurve eine Epizykloide ist, müssen zwischen den Abmessungen 
der beiden Polkurven die Relationen (V) bestehen. Ist der 
Pol der Anfangslage ein Berührungspunkt der Polbahn mit 
ihrer Grundlinie, so muß er als Polkurvenpunkt dadurch aus- 
gezeichnet sein, daß er vom Mittelpunkt der Polkurve einen 
kleinsten Abstand hat. Im dritten Falle endlich, wenn die 
Polkurve eine Hypozykloide ist, müssen zwischen den Ab- 
messungen der Polkurven die Beziehungen (III) oder (IV) be- 
stehen, je nachdem ob von den beiden die genannte, Hypo- 
zykloide erzeugenden Kreisen der’ feste der größere oder 
kleinere ist. Ist hier der Pol der Anfangslage ein Maximum 
der Polbahn in bezug auf ihre Grundlinie, so muß er als Pol- 
kurvenpunkt dadurch ausgezeichnet sein, dab er vom Mittel- 
punkt der Polkurve einen kleinsten oder größten Abstand 
hat, je nachdem ob von den beiden die Polkurve erzeugenden 
Kreisen der feste der größere oder kleinere ist. 

Zufolge der gefundenen Resultate können wir nun für die 
verschiedenen Fälle die Polkurven in ihrer Anfang'slage zeichnen. 


Fig. 13. 


In Figur 13 ist a=1 angenommen. Es sind also hier 
beide Polkurven sekundäre Zykloiden. In Figur 14 ist a<O 
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Fig. 4. 


Fig. 15. 
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gewählt. Hier ist demnach die Polkurve eine verallgemeinerte 
Epizykloide. In Figur 15 ist a>1, so daß die Polkurve eine 
verallgemeinerte Hypozykloide ist, von deren erzeugenden 
Kreisen der feste der größere ist, und in Figur 16 ist O<a<l, 
weshalb die Polkurve eine verallgemeinerte Hypozykloide ist, 
von deren erzeugenden Kreisen der feste der kleinere ist. 


Das von uns gefundene Resultat bleibt auch für die- 
jenigen Bewegungen bestehen, bei welchen in jedem Augen- 
blick sämtliche Rückkehrpole auf einer (seraden liegen, nur 
sind Polbahn und Polkurve miteinander zu vertauschen. 

Im folgenden wollen wir nun die Bahnkurve eines be- 
: liebigen Systempunktes bei denjenigen Bewegungen unter- 
suchen, bei welchen in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
pole auf einer Geraden liegen. 

Die Bahngleichungen eines beliebigen Punktes eines be- 
weglichen Systemes können in die Form gebracht werden: 


ct—=qa+£&cost-nsint y—=b+E£sint+ncost. 


Kennen wir nun, wie dies bei uns der Fall ist, die 
Koordinaten des Poles in bezug auf das feste und bewegliche 
System als Funktionen des Drehwinkels ft, so bestimmen sich 
die Größen a und 5b aus den Gleichungen: 


a—= ft) — Fit) cost+P(t)sint, b=oft) — Ft) sin t— P(t) cost, 
wenn f(t), (t); Ft), D(t) die Koordinaten des Poles im’ festen 
und beweglichen System bedeuten. 

Wir behandeln zunächst den Fall a#1. 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen (la) und (1b) 
finden wir: 


EDER 
a—=A,+(R, sin a)t+Rsin (at+ß)—Ü, cost 
+6, sint—R- = ; sin (at+P)+ R, cosa,, 
hb=B,+(k, Be (at+ß)—(, sin t 


— (,cost+ R- — 608 (at +) — KR, sin a. 
Setzen wir: 
G=—r,008P, U, ran 
C—=A +2BR,cosa, C"—=-—B sna+tD, 
so können wir auch nn 
a—6’7-(Rosın Dt ; sin (at+ P)— r,cos(t+P)), 


= 
b=Ü"+(R, cosa,) + 708 (at+P)— r, sin (+ P)). 
Machen wir die Substitutionen: 
E—-(6,—=1T,c0sYy, n—(,=r,siny, 

so folgen als gesaen eines beliebigen Systempunktes: 
n [= ER, 20 Den sin (at+ ß)+r,cos(1+y), 
( } 

|»=C"+&, cosa,)t + —; ee sin (£+y). 


Die Größen R,, & und r, können, da a, ß und y ganz 
willkürlich sind, als positive Konstanten angesehen werden. 

Um die Bahnkurve eines beliebigen Systeinpunktes genauer 
kennen zu lernen, stellen wir die folgenden Betrachtungen an: 

Ein Kreis soll auf einem andern in seiner Ebene liegenden 
Kreis abrollen, während letzterer auf einer Geraden rollt. Wir 
suchen die Bahngleichungen eines beliebigen Punktes des be- 
weglichen Systems, welchem der erstgenannte Kreis angehört, 
in bezug auf das- feste System. Bewegt sich ein ebenes. 
System in seiner Ebene, so lassen sich die Bewegungsgleichungen 
in die Form bringen: 


H1—=hm+hcosh—msinh, Y=bh+äsinhtn,cosh, 
wobei a, und 5, die Koordinaten des Anfangspunktes des be- 
weglichen Systems in bezug auf das feste sind und £, den Dreh- 
winkel bedeutet. Nehmen wir nun an, daß das zunächst als 
fest angenommene System ebenfalls eine Bewegung in seiner 
Ebene ausführt, so sind die Bewegungsgleichungen des anfangs 
genannten Systems in bezug auf die ruhende Ebene: 


9) fr=4a+ (a1+81 cost; —,sint)cost—(b1+&1sint+ nıcost) sin f, 


(1 
\y=b+(a+ &, cos —,sint)sint+ (b1+ 518m I +7: SOSE EEE 
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Wir beziehen nun die drei bei uns in Frage kommenden 
Ebenen auf die in der Figur 17 angedeuteten Koordinaten- 
systeme und nennen die Ebenen (0), (1), (2). Fassen wir 
zunächst die Bewegung des Systems (2) in bezug auf die Ebene (1) 
ins Auge, so gilt, wenn r' und rı die Radien der beiden Kreise 
bedeuten, mit Rücksicht auf die Formeln (I): 


a (r'+ ri) cos En u-+ a) bı=(r'+rı) sin | En + a). 


wobei die oberen öder unteren Zeichen gelten, je Bach ob 
die beiden Kreise von außen oder von innen aufeinander abrollen. 


Fig. 17. 


Im zweiten Falle kann r'—r; größer oder kleiner als Null 
‚sein. Ist —rı<0, so lassen sich die Funktionen a, und b, auch 
schreiben: 


= +‘) b, = (ri u x sin (2 = t1+a'), 
wobei @=a-+r und rn —r'>0 ist. 

Der Winkel «a ist die Anomalie des anfänglichen Be- 
rührungspunktes der beiden Kreise in bezug auf dasin der festen 
Ebene liegende Koordinatensystem. Bei der epizykloidischen 
Bewegung und bei der hypozykloidischen Bewegung, für welche 
r'— r1>0 ist, ist a zugleich die Anomalie des Mittelpunktes des 
rollenden Kreises bei Beginn der Bewegung in bezug auf das 
(xy)-System, während bei dem zweiten Fall der hypozykloidischen 
Bewegung die Anomalie des Mittelpunktes des rollenden Kreises 


are An r, 
dı = (ri Zu, cos (= 
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bei Beginn der Bewegung in bezug auf das (xy)-System den 
Wert a+n hat. Ziehen wir daher die vor den Radien stehenden 
Zeichen in dieselben hinein, so lassen sich die Größen a, und b,, 
wenn zwei Kreise aufeinander abrollen, stets in dieForm bringen: 


a — (r'+ ri) os (m + a") = (r+ni) sin (2 - tat) 


wobei r + ri >0 ist ER a” die Anomalie des Mittelpunktes des 
beweglichen Kreises in bezug auf das in der festen Ebene 
befindliche Koordinatensystem in der Anfangslage bedeutet. 

‚Bei der Bewegung des Systems (1) in bezug auf das 
ruhende System (0) haben die Koordinaten des momentanen 
Poles im festen und beweglichen System die Gestalt: 


2—=G4—tbcosy, y—@—bsiny', 
E=rsin(y—b), n=-—rcos(y—bs). 
Ist nun ? der Drehwinkel, so gelten, wie man ohne weiteres 
sieht, die Beziehungen: 
Din a Er 
Daher lauten die Koordinaten des Pols im festen und be- 
weglichen System, aufgrefaßt als Funktionen des Drehwinkels: 
2—=Ga—r'tcosy‘, y—@&—r'tsiny', 
E=r' sin (y'—1), n=—r' cos (y'—1t). 
Hieraus erhalten wir leicht: 
a= G— (r'cosy’)t, = @&— (r'sin y‘) t, 
wobei gesetzt ist: 
G=d—r'siny', Gg—=@H+r'cosy". 
Führen wir im System (2) Polarkoordinaten ein, indem 


Wer el 4 ==r9C080, Nı=-Tasind, 


dann können wir unsere Bahngleichungen, wenn wir die für 
a, b, a,, b, gefundenen Werte in die Gleichungen (19) eintragen, 
also schreiben: 


= G—(r' 008 7) 84 (4 ri) 000 (sul zu+ttar) 
 trecos(h+t+ö), 

Y=@-—f(r sin y) + (rt) sin Zh+t+e') 
+rsin(u+t+0ö). 


In diesen Gleichungen ist {, als Funktion von t anzusehen. 
Wir wollen annehmen, daß 4 =nt ist, wenn wir unter n eine 


beliebige positive oder negative Zahl verstehen. Dann dreht 
sich das System (2) in bezug auf das System (1) nmal so 
schnell als das System (1) in bezug auf das System (0). Ist 
n>0, so ist der Drehsinn des Systems (2) in bezug auf die 
Ebene (1) derselbe wie derjenige des Systems (1) gegenüber 
der Ebene (0). Ist hingegen n<0, so dreht sich das System (2) 
in bezug auf die Ebene (1) in entgegeengesetztem Sinne wie 
die letztere in bezug: auf die ruhende Ebene (0). Machen wir 


ferner die Substitution a’ —= = +a‘, so gehen unsere Bahn- 
gleichungen überein: 
= G—(r cosy)t—(r +n)siny+trscos[n-+1)t+ö], 
y=6—(r' sin y)t+(r +rı) cosy-+r3 sin (n+1)t-+0], 
wenn unter y der Aufdruck verstanden wird: 
no u nn "iter 
Setzen wir endlich: 


E—(n-lıt Y-oa-i 


so erscheinen die Gleichungen der gesuchten Bahnkurve in 


der Form: 
Bon eh "—(r +r))sinpo+rcos(" +0), 
| Dr SRZIER: "+(r' +rı)cosp-+r sın (!+0), 


n-+1 
wobei die Bedeutung hat: 


ER ln erR ; ; 
FT ante tr) Pre: 


In den Gleichungen (VII) kann r’ oder rj negativ sein, 
jedoch muß r +r} gemäß der früher gemachten Bemerkungen 
positiv sein. 

Ist nun a>1, so stellen die Gleichung'spaare (VI) und (VII) 
dieselbe Kurve dar, wenn die folgenden Relationen bestehen: 
Ge Van, n=en, yo .=u d«—ß, 

ar I ER n+l)ri'+r 

n+l hu, r Razer], (n+1l)ir'+r,‘) Ar: 

Ist O0<a<l, so stellen die Gleichungen (VI) und (VI) 
dieselbe Kurve dar, wenn die Beziehungen bestehen: 


(20) 


BR ren =, 
R Mmehritrihs 
1-a’ (an+llr+rn) 


y' 


n-+1l 


a NA 
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Grenügt endlich a der Ungleichung a<0, und setzen wir 
a—=—A, sodaß 4>0 ist, so stellen die Gleichungen (VI) und 
(VII) dieselbe Kurve dar, wenn folgende Relationen stattfinden: 

Go ll, 15 Va OB a—ß+tn, 

N ; RTL (n+1)r,'+r‘ BR: 
na RN INT Tee 
Die aufgestellten Beziehungen setzen uns in den Stand, 


die Hilfsbewegung völlig zu bestimmen, wenn uns die ur- 
sprüngliche Bewegung bekannt ist. Da die weitere Rechnung 
für die drei unterschbiedenen Fälle sehr ähnlich ist, wollen wir 
nur den ersten Fall ein wenig näher betrachten. 

Aus den Gleichungen (20) finden wir: 

r— RK —R, re 

Führen wir die geometrisch definierten Größen os D0,.01,09,0% 
ein, deren Bedeutung aus den Gleichungen (I) und (10) erhellt, 
so folgt mit Rücksicht auf die Relationen (llla) und (III): 


N x R 
r=g-9—- R=- 8 _R ro oe 
0.70 R o 0970 
Mn EN 
0177 09 003 


Wir kommen nun zur Untersuchung der Bahnkurve eines 
beliebigen Systempunktes für den: speziellen Fall a—T 
Die Koordinaten des Pols im festen und beweglichen 
System haben die Werte (2a) und (2b). Mit ihrer Hilfe 
finden wir aus den Gleichungen | 
a=f(t) —-F(t)cost+P(t)sintz, b=o(t)— Ft) sin t— Dt) cost 
die Koordinaten des Anfangspunktes des beweglichen Systems 
in bezug auf das in der festen Ebene befindliche Koordinaten- 
system: | 
a— A, + Rıcosaı + (Rı sin a1) t+ ra cos(t—y) — ktcos(t+P), 
b— B, - Rı sin a + (Rıcosa,)t+rsin (t—- y) — ktsin (t+ß), 
wobei gesetzt ist: 
Ygcosy—Rsinß— Cı, rsiny=Kcosß-+ (a. 
Da nun die Bahngleichungen eines beliebigen System- 


punktes z=a+t£cost—nsint, y=b+E£sint+ ncost 


sind, so lassen sich dieselben in unserm Falle schreiben: 
en x— Ai+ (Rısina,)t+r3 cos (t—6) — Rtcos(t+Pß), 
Bi \y=43+(Rıcosa)t+r3sin (6) — Rtsin (E-+ß), 


rn a VE 


wobei die Beziehungen gelten: 
rzcosö=ksinß— G+£&, rsindö=Rcosß+ &%—n, 
4 = 4Aı + R,cosa,, 4=B,- Rısin a. 


Um nun diese Bahnkurven näher kennen zu lernen, 
stellen wir die folgenden Betrachtungen an. 

Es möge eine Gerade auf einem Kreis abrollen, der 
seinerseits wieder auf einer Geraden rollt. Wir suchen die 
Bahngleichungen eines beliebigen Punktes des Systems, dem 
die erstgenannte (Grerade angehört, in bezug auf-die ruhende 


N10 
Yy No 


Q, © 


0, | “ 

Fig. 18. 
Ebene. Wir nennen die drei Ebenen wieder (0), (1), (2) und 
beziehen sie auf Koordinatensysteme, wie sie in der Figur 18 
angedeutet sind. 

Betrachten wir zunächst die Bewegung des Systemes (2) 
in der Ebene (1), so sind ein Kreis und eine (serade die Pol- 
kurven. Die Koordinaten des Pols in den beiden Ebenen (1) 
und (2) lassen sich schreiben: 
| &,=rsin(!+e, m=-—r'cos(!-+e), 

ee let Ccose, m=-GH+ttl"sine. 

Ist t, der Drehwinkel des Systems (2) in bezug auf das 
System (1),so bestehen, wie man leicht einsieht, die Beziehungen: 
EL, ‚=t. 

Als Funktionen des Drehwinkels £, aufgefaßt, sind somit 
die Koordinaten des Pols in den beiden Ebenen (1) und (2): 

&=rsin(,+te, M=—rcos(i te), 
‚„=iütricosge ,=@a-+rt, sine 
Carl, 7 


BED Te 


Hieraus ergeben sich als Koordinaten des Anfangspunktes 
des Systems (2) in bezug auf das in der Ebene (1) befindliche 
Koordinatensystem: 


a —=rsin(h+e)— cd costh +@sinh —r'tı cos (h+e), 
bı=—rcos(h+e) - asinh — gcosh — rt sin(h-+e). 
Bei der Bewegung des Systems (1) in der Ebene (0) 
lauten die Koordinaten des Anfangspunktes des Systemes (1) 
in bezug auf das (zy)-System: 
a—=«a—(rcosy)t, . b=«W— (r'siny\t, 
wie wir bei der vorher betrachteten Hilfsbewegung gefunden 


haben. 
Setzen wir zur Abkürzung: 


rpsind—=rsine——@+&, ncosf=rcose+t&—n, 
so erhalten wir mit Rücksicht auf die Gleichungen (19) als 


Bahngleichungen eines beliebigen Punktes des Systemes (2) 
in bezug auf die ruhende Ebene (0): 


= Ga —(r cosy)t—r'thcos(h+t-+e)+rrsin (At+ PM, 

y—=@&—(rsiny)t— rtsn(a+t+e)—rcos(h+t+P). 
In diesen Gleichungen ist i, als Funktion von t anzu- 
sehen. Wir wollen 4 =nt annehmen, wobei n eine beliebige 


Konstante sein möge. 
Es sind dann die gesuchten Bahngleichungen: 


= G—(r cosy')t—r'ntcos[(n+1)t+e]+ r3 sin [(nr +1) t-+ P/], 
Yy=@-— (r' sin y)e—r'ntsin [n+1)t+e]—r}cos[m + 1)t+ BY. 
Führen wir noch die folgenden Größen ein: 
| Se 
nt) 6 Plan 
so gehen die Gleichungen der gesuchten Bahnkurve über in: 


ZEN, cos (+2) +73 008 (0%) 


r' sin y“ 
r+1l 


(IX) KECOSSYER,, 
be are ee 


Diese Gleichungen haben dieselbe Form wie die Bahn- 


sin (#+e)+ r3sin (!— 


gleichungen (VIII) unserer ursprünglichen Bewegung... Sollen 
die Gleichungen (VIII) und (IX) auch der Lage nach dieselbe 
Kurve darstellen, so müssen die Relationen statthaben: 


40 04, A OD, Dep, 0-—05 Y,—==Ta 


y! NE r'n Een 
und: a] Ya En > 
oder auch: NT, = 


Rund, sindin diesem Falle die für die Gestalt der sekundären 
Zykloide wesentlichen Konstanten, wie wir früher gesehen haben. 

Wir können nun das Resultat aussprechen: 

Wenn in jedem Augenblick sämtliche Wendepole auf 
einer Geraden liegen, so lassen sich die Bahnkurven der Punkte 
des beweglichen Systemes dadurch erzeugen, daß von einem 
ebenen System ein Kreis, der auch in eine Gerade ausarten 
kann, auf einem anderen in derselben Ebene liegenden, Kreis 
abrollt, der seinerseits wieder auf einer (Greraden rollt. Ist 
uns die ursprüngliche Bewegung bekannt, so ist die ange- 
grebene Hilfsbewegung völlig bestimmt. 

Die Untersuchung der Bahnkurve eines beliebigen System- 
punktes bei denjenigen Bewegungen, bei welchen in jedem 
Augenblick sämtliche Rückkehrpole auf einer Geraden liegen, 
wollen wir nicht wieder durchführen. Da die Rückkehrpole 
die Wendepole der umgekehrten Bewegung sind, leuchtet 
ein, daß bei der genannten Bewegung die Bahnkurven der 
Punkte des beweglichen Systemes dadurch erzeugt werden 
können, dab von einem ebenen System eine Grerade auf einem 
Kreise abrollt, der seinerseits wieder auf einem Kreis, der in 
eine (serade ausarten kann, abrollt. 

Wir wollen schließlich noch die Koordinaten der Wende- 
und Rückkehrpole für diejenigen Bewegungen aufstellen, bei 
welchen in jedem Augenblick sämtliche Wendepole auf einer 
(reraden liegen. | 

Nach den Gleichungen (la) sind die Koordinaten des 
Pols in bezug auf das (zy)-System: 


d=-4A,+4t+KRsin(at+ß), eü=B,+2B,t— Reos(at+Pß). 
Hieraus erhalten wir durch Differentiation: 


ee cos (at +), o()=B,+ e«KRsin (at+P), 


EN Eee anne name 


Die Koordinaten des (n— 1)! Wendepoles sind nun 
nach dem dritten Paragraphen des ersten Kapitels: 


F=f)+Pd-F"d-P" dt, dd... 
7* 
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In unserm Kallerergeben=sich die. Wa. / 
F&)=4A,+B,+4At+Xfsin(at+P) l+a+o?+...+a"7]), 
9, d=B, +4,+B,t—-Reos(cat+ß)(l+a+ta?+...+a”r 7) 

oder auch: un 
I) —=U+At+ — Rein (at+P), 
(8) an—1 


DM) = 0" +B,t- I] 


R cos (at+ß). 


Ist2spezeilea, 120. 018: 

a) Ft) U+4A,t+nKsin (t+Pß), Du)=Ü"+B,t-nRcos(t+Pß). 

Bei konstantem t und variablem n stellen die Gleichungen 
(X) und (Xa) gerade Linien dar, was sich natürlich zeigen 
mußte. Ist n konstant und t variabel, so stimmen die ge- 
nannten Gleichungen der Form nach genau mit den Polbahn- 
gleichungen überein, welche ja eine sekundäre Zykloide 
repräsentieren. Bei veränderlichem 4 und konstantem rn sind 
aber die Gleichungen (X) und (Xa) diejenigen der (n—-1)ten 
Wendepolbahn, sodaß wir den Lehrsatz erhalten: 

Liegen in jedem Augenblick sämtliche weg 
pole auf. einer Geraden, so sind’ dıe Polpahn 0, 
sämtliche Wendepolbahnen sekundäre Zykloiden. 

Als Koordinaten des (n— 1)!®® Rückkehrpoles hatten wir 
im dritten Paragraphen des ersten Kapitels gefunden: 


R)— FF) - RN), PHd-R-1I, FM. 
RM), FO-R-), Pd... 
Bei der vorliegenden Bewegung ist daher unter Berück- 
sichtigung der Gleichungen (21): 
nd = A-n-DB,+AL+R sin (eti+ fin Dot ma 
on (t) = B,+(n—1) A, But — R cos (at + YIl-(n—1),e + (n-ND,a’—.+..] 
oder also: 
[ rd) —=4A— (n—1)B,+4,:+ Zil—a)" sin (at +), 
\on() =B,+(n-1) A, +B,t— Ril- a)" cos (at-+ß). 
Ist‘ speziell a=1, so haben f„ tr und ao, de wu 
la) nr )—=A,— (n—1) B, + At, an)=B,+n-1)4,+ Bi | 


Ist # die Veränderliche, so stellen die Gleichungen (XI) 
und (XIa) die (na —1)® Rückkehrpolbahn dar. Die Gleichungen 
(XI) haben dieselbe Gestalt wie die Gleichungen unserer Pol- 


(X) 
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bahn, die eine sekundäre Zykloide ist. Da ferner die 
Gleichungen (Xla) diejenigen einer Geraden sind, folgt der 

Lehrsatz: Liegen in jedem Augenblick sämtliche 
Wendepole auf .einer Geraden, so sind sämtliche 
Rückkehrpolbahnen sekundäre Zykloiden, die jedoch 
allezu gleicher Zeit in gerade Linien ausarten können. 

Die Gleichungen (Xla) besagen, daß in jedem Augen- 
blick bei dem Fall a=1 auch sämtliche Rückkehrpole auf 
einer Greraden liegen. 

Aus den Gleichungen (XI) geht hervor, dal sämtliche 
Rückkehrpole bei der von uns betrachteten Bewegung nur 
dann in jedem Augenblick auf einer (reraden liegen können, 
wenn entweder 4,=5,=0 oder a=1 ist. 

Bei der ersten Möglichkeit ist die Polbahn ein Kreis. 
Dann ist auch nach den Gleichungen (1b) die Polkurve ein 
Kreis. Dann liegen in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
und Rückkehrpole auf der Polbahnnormale. Sollen daher in 
jedem Augenblick sämtliche Wende- und Rückkehrpole auf 
je einer Geraden liegen, ohne dal» die genannten beiden 
(Greraden immer mit der Polbahnnormale zusammenfallen, so 
nubsa==1L-sein. 

Mit Rücksicht auf unsere früheren Betrachtungen können 
wir die Bemerkung machen: Damit in jedem Augenblick 
sämtliche Rückkehr- und Wendepole auf je einer (reraden 
liegen, ist hinreichend und notwendig, daß beide Polkurven 
sekundäre Zykloiden sind, deren für ihre Gestalt wesentliche 
Konstanten miteinander gegenseitig vertauscht sind, und die 
in der früher besprochenen Weise aufeinander abrollen. 

Wir wollen jetzt die Koordinaten des (n—1)!®® Wende- 
poles in bezug auf das bewegliche System aufstellen. Wir 
bedenken hierbei, daß die Wendepole die Rückkehrpole der 
umgekehrten Bewegung sind, und daß bei der umgekehrten 
Bewegung der Drehwinkel 4=—t ist, wenn ti den Dreh- 
winkel der direkten Bewegung bedeutet. Nach den Gleichungen 
(1b) lauten nun die Koordinaten des Pols in bezug auf das 
in der beweglichen Ebene befindliche Koordinatensystem, 
wenn wir t, als Parameter einführen: 


Ft)=G—R,cos(-4+@)-;- sin [IR at, + PB], 


ki 


aR 
DUt)=0,+ 8, sin (-+a)+ 7. .cos[l-aJt+Pfl. 
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Durch wiederholte Differentiation nach t, erhalten wir: 
Fent)=(l+iR, cos(—a)+(-1j"+! Ra(l-a)?r sin [(l-a)i,+ß], 
DBENn(t)=(LTIR, sin (—a,)+C-1)" Ba(l-a)?”2cos[(l-a)i+ß], 
Fer+nd t)= (1 R, sin (Wa )+-1)T1Ra(l-a)?’cos|(1-a)t+Pß], 

DBer+D(t)=(-1) FIR, cos(t,—a,)+(-1"T1Ra(l-a)”sin (lo) +Pl. 
Da nun die Koordinaten das (n—1)!® Rückkehrpoles 

ft) = fh) - np) - (n-1, Fl). 

amt) erh) + nr fl) - n-1),P" lt). 
sind, wenn f(t,), p(t,) die Koordinaten des Pols in bezug auf 
das feste System sind und it, den Drehwinkel bedeutet, so 
haben in unserem Falle die Koordinaten des (n — 1)!e® Wende- 
pols in bezu& auf das bewegliche System die Form: 
Fa) = G- Rıcos(h- u) I (n-lı + m-1),-+...] 

= sin [(U- a) +BlL- A 

D, = es sin (4— a)[1- (nr-1)ı + (n-1,+.. 

—cos[(1- at +p In --1)it a a)? a 
Die auftretenden Klammerausdrücke haben die Werte: 
1-(r-1ı +(n-1,+..=(1-)r—=0, 
1—-(rn-1)ı(ll-a)+(n—-1,(4- a) +... = [1-(1-o)P 
Es sind daher bei unserer Bewegung die Koordinaten 

des (n—1)'!®® Wendepoles in bezug auf das bewegliche System: 


Pia Q a u „sin (a—-l)t-+P], 
DW) - in cos (a-1)t +} 


wobei t=--t, den Drehwinkel der direkten Bewegung bedeutet. 
Betrachten wir t als veränderlichen Parameter, so stellen 
die Gleichungen (XII) die (na — 1)! Wendepolkurve dar. In 
unserm Falle sind daher sämtliche Wendepolkurven Kreise. 
Ist a=1, so sieht man leicht ein, daß sich bei der Umkehrung 
der Bewegung am Charakter derselben nichts wesentliches 
ändert. Wir wissen nun, daß bei dieser Bewegung sämtliche 
Rückkehrpolbahnen Gerade sind. Es müssen daher auch 
sämtliche Wendepolkurven, die Rückkehrpolbahnen der um- 
gekehrten Bewegung, gerade Linien sein. Die Richtigkeit 
dieser Aussage wird bestätigt, wenn wir, wie vorher, die 


(XII) 
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Koordinaten der Wendepole in bezug auf das bewegliche 
System wirklich aufstellen, was wir jedoch nicht erst tun wollen. 
Aus den angestellten Betrachtungen fließt nun der 

l.ehrsatz: Wenn in jedem Augenblick sämtliche 
Mendepole. auf einer (reraden liegen, so: sind-sämt- 
liche Wendepolkurven Kreise, die alle zugleich in 
gerade-Linien ausarten können. 

Die Aufstellung der Koordinaten der Rückkehr- undWende- 
pole für diejenigen Bewegungen, bei welchen in jedem Augen- 
blick sämtliche Rückkehrpole auf einer Geraden liegen, läßt 
sich ganz ähnlich durchführen, sodaß wir davon absehen können. 
Die bei diesen Bewegungen geltenden Sätze lassen sich auch 
leicht angeben, wenn man die umgekehrte Bewegung: in Be- 
tracht zieht und bedenkt, daß die Rückkehrpole die Wende- 
pole der umgekehrten Bewegung sind, und daß ferner die 
Wendepolkurven und Rückkehrpolbahnen einerseits und die 
Rückkehrpolkurven undWendepolbahnen andrerseits ihreRollen 
bei Umkehrung der Bewegung vertauschen. Wir wollen diese 
Sätze daher nicht besonders aussprechen. 


S4. 
Untersuchung derjenigen Bewegungen, bei welchen 
vom nt Rückkehr- bez. Wendepol ab sämtliche ge- 
raden und ungeraden Rückkehr- bez. Wendepole in 
jedem ıyvenblick auf’je einer Geraden liegen. 


Wir führen wie bisher die Untersuchung für die Wende- 
pole durch und machen dann die noch nötigen Bemerkungen 
für die Rückkehrpole. Wir nehmen ferner zunächst an, dab 
in jedem Augenblick sämtliche geraden Wendepole mit dem 
Pol einerseits und sämtliche ungeraden Wendepole andrerseits 
auf einer Geraden liegen. Verstehen wir dann unter X, Yn 
die Koordinaten des nt!“ Wendepols und unter z,, Y, die 
des Poles, so bestehen infolge unsrer Annahme die beiden. 
Grleichungssysteme: 


_ Yan+ı 7 Yan-ı _ Yan-ı " Yan-3 Yy—Ys_ Ys Yı 


a ; 

Ia) Lon+ıXen-ı FHan-ı ,T2n—3 5X 3 — X 

(la | | | 

| Yan Yan _NYen-2TYon-ı ı YyrYya NT 
Lan Kan—2 Lan—2 Ian — 4 2 2 KL—%p 


Die Koordinaten des (n—1)'® Wendepoles lauten nun in 
bezug auf das (xy)-System: 


(1b) 


—— 
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= Hr W-P" Mr... Le Tee 
une TH GR (d + 

Infolgedessen können wir die beiden Gleichungssysteme (la) 
auch schreiben: 
Far+Y—ger)e)  Fer-D()— gert) 
ee Eee A ee 
EBEN area Or 
Fe FR Fed FO 

Nun sind aber: 
R.9=-fW+rlt), BMW -F 


die Koordinaten des ersten Wendepoles. Wir finden daher als 


FO IDEE 


notwendige und hinreichende Bedingung dafür, damit in jedem 
Augenblick sämtliche geraden Wendepole mit dem Pol und 
sämtliche ungeraden Wendepole auf je einer Geraden liegen, 
daß die Koordinaten des ersten Wendepoles den beiden Systemen 
von Differentialgleichungen 


n Be Dy(t) 2: 
u gr OB 42 BE” —2) (t) en Kr B (t) Ri D% () 
er) (p) en ze 


Genüge Be 

Liegen in jedem Augenblick der Pol, der zweite und vierte 
Wendepol einerseits, der erste, dritte und fünfte Wendepol 
andrerseits auf einer Geraden, so bestehen, wie aus den 


‚Systemen (Ia) und (I) sofort hervorgeht, die beiden Differential- 


gleichungen: 
Ad) DFM)-BHF”’t)—=0, Bl) Fit) — Bit) Fl) = 0 
und umgekehrt. 


Durch zweimalige Differentiation der zweiten dieser 
Gleichungen folgt: 


DH -BHFPH+EIP OF DH RER 
Mit Rücksicht auf die erste der Gleichungen (1) gilt aber auch: 
(2) HEN — BNFPH)—0 

Differenzieren wir die erste der Gleichungen (1) zweimal, 
so erhalten wir: 


DB’ HFLH)- DHFN(e +21’ HF) — Bd Fe OL 
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Aus der Gleichung (2) und der zweiten der Gleichungen (1) 


findet sich: 
ER 9 (yr(t) — DedFOU—0, 
sodaß auch die Gleichung 
DOFG—- BHF’(M)— 0 
stattfindet. Ya, Ay 
(Grelten demnach die beiden Gleichungen (1), so bestehen 
auch die folgenden Gleichungssysteme: 


ro _ Fü __BU DH _PH_ 


\ 


Beer Ren Fire 


Setzen wir das angedeutete Verfahren fort, so finden wir, 


daß die beiden Gleichungsssysteme (l) gelten, wenn die beiden 
Gleichungen (1) stattfinden. Das heißt aber: 

Damit in jedem Augenblick sämtliche geraden Wende- 
pole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole auf je 
einer (reraden liegen, ist notwendig und hinreichend, dab die 
Koordinaten des ersten Wendepols den Differentialgleichungen 
ı) DHFH-FINDEM-0, BEHFH) - Dh) FO 
genügen. : 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt auch ohne 
weiteres der 

renrsatzelkiiesen in jedem Augenblick .der Pol, 
der zweite und vierte Wendepol einerseits und der 
erste, dritte und fünfte. Wendepol andrerseits auf 
einer Geraden, so liegen in jedem Augenblick sämt- 
liche geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche 
ungeraden Wendepole auf je einer (reraden. 

Soll während der ganzen Bewegung der zweite Wendepol 
mit dem Pol zusammenfallen, so muß sein: 

2-9 =-B)-0, y-m=Rd—0, 
woraus sich ergibt: 
der he... =, BAl=Plt)=...—0, 
d.h. fällt andauernd der zweite Wendepol mit dem Polzusammen, 
so fallen in jedem Augenblick sämtliche geraden Wendepole 
mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole mit dem 
ersten Wendepol zusammen. 


Wir nehmen jetzt an, daß in jedem Augenblick der (n + 1)'® 
Wendepol mit dem (n—1)!® zusammenfällt. Es ist hierbei 
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ohne Bedeutung, ob n gerade oder ungerade ist. Wir wollen 
etwa n als gerade voraussetzen. Dann muß sein: 
(3) In +1 In—i Be) -—o Uni r Un ie DD (f) NV 

Da dann auch: 

Kr =F’)— N a By Fr) — ae 
ist, folgt, daß in diesem Fall in jedem Augenblick vom Be 
Wendepol ab sämtliche geraden und ungeraden Wendepole 
je zusammenfallen. 

Durch nmalige Integration der Gleichungen (3) erhalten 
wir als Koordinaten des ersten Wendepols bei der betrachteten 
Bewegung: 

Kbh=-4R7+4,0r7+..44, Dd,=-Ar Toon 

Wir. machen jetzt die Annahme, daß in jedem Augenblick 
sämtliche geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche un- 
geraden Wendepole auf je einer Geraden liegen, und daß 
ferner beständig der (n+1)' Wendepol mit dem (n—1)ten 
zusammenfällt.e Es möge etwa n gerade sein. Es müssen 
jetzt die Gleichungen (3) und die Gleichungssysteme (I) gleich- 
zeitios bestehen: 

Aus den Gleichungen (3) folgt: 


Be A Feb Ar 
IM -M - ’d— m tt Amts 


u (m—1)! 
DT Bi, Dh Bike 
De M- a 2 gm e B, en En et. 


U (m —1)! 


Die beiden Gleichungssysteme (I) können geschrieben 
werden? 2 u... se ee | 
) PR” - OR H—0, 
Bade lr ı Bean. 


ORreanwan gernalnea N 
br Od er a 


DH — DE — 0 


N 


Infolge der Gleichungen (3) ist die Gleichung (a) identisch 
erfüllt. 
Die Gleichung (a) nimmt die Form an: 


B, (gr+t+4,) Lil (r+Bt+B,) a) 
Da diese Grleichung für jeden Wert von £ besteht, muß sein: 
2B,—- BA —0,;, 48 —B4, =V0. 
Die Gleichung (/) lautet: 


SE B, 
(Butt B,)| 


+ 2 P4+4,6+4,)-(AttAl3; 4 G+B,t+B,)=0. 


3! 3! 
Da diese Gleichung ebenfalls für jeden Wert von t richtig 
sein muß, so gelten die Beziehungen: 


4,B—BA=0, 4,B,—BA,—0. 


Es finden also die Gleichungen statt: 


Setzen wir das angedeutete Verfahren weiter fort, so 
sehen wir, daß in unserm Falle die Konstanten A und B den 
Gleichungen genügen: 

ua dlen ; An 


ı a —...\., —- eikonst. 
ar 1:R BD, Bn-i 


Wir finden daher das Resultat: 
Damit während der ganzen Bewegung immer vom 


(na—1)! Wendepol ab sämtliche geraden Wendepole einerseits 
und sämtliche ungeraden Wendepole andrerseits zusammenfallen, 
ist notwendig und hinreichend, daß die Koordinaten des 
ersten Wendepoles in bezug‘ auf das (xzy)-System die Form 
HuDEn: Pö=Atmır+4t 2... +4, 

DB ta BIER. Dr: 

Sollen aber außerdem in jedem Augenblick sämtliche 
geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche ungeraden 
Wendepole auf je einer Geraden liegen, so ist notwendig und 
hinreichend, daß der erste Wendepol Koordinaten von der Form 

Fi ARTE ALTDL.. A, At-+An 
Bl) =clAPFTTHAP FH. + ADd+LDn 
. hat, wobei t immer den Drehwinkel bedeutet. Im letzteren 
Falle ist also die erste Wendepolbahn eine (rerade. 
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Wir bemerken, daß eine Bewegung: im wesentlichen völlig 
bestimmt ist, wenn die Koordinaten des ersten Wendepoles 
als Funktionen des Drehwinkels bekannt sind. Sind f{t), @ (b) 
die Koordinaten des momentanen Poles, so genügen dieselben 
ja den beiden simultanen Differentialgleichungen: 


Yd+tPed—=FlN, EM -FÜ—-P,), 
deren Integration ohne Schwierigkeit ausgeführt werden kann. 


Wir kommen nun zur Untersuchung des Winkels, welchen 
die beiden genannten Geraden während der Bewegung ein- 
schließen. 

Es ist möglich, daß es Bewegungen gibt, beizwelenn 
der eingeeschlossene Winkel der fraglichen beiden Geraden 
konstant ist, und solche, bei welchen er sich im Laufe der 
Bewegung ändert. 

Wir behandeln zunächst den Fall, daß sämtliche geraden 
Wendepole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wende- 
pole in jedem Augenblick auf je einer Geraden liegen, und 
daß diese jeweiligen beiden Geraden in. jedem "Augenblick 
denselben Winkel miteinander einschließen. 

Aus den Gleichungen (la) und (I) finden wir als Richtungs- 
konffizienten der beiden fraglichen Geraden: 


gw = —-Rd:Dl), gw=DM:Frl). 


Damit nun die Wendepole in jedem Augenblick die an- 
gegebenen Lagen haben, ist notwendig und hinreichend, daß 
die Koordinaten des ersten Wendepoles die beiden Differential- 
gleichungen erfüllen: 

1) DHFrM-FEH—0, K(t)Fd)—-B(t) Ft) —=0. 

Sollen nun .die beiden in Rede‘ stehenden Gersdenzn 
jedem Augenblick den Winkel a einschleeßen, so muß gelten: 

tew, —tgw, 
IL -toao,tow, 
BH:Frid)+FM):De(t) © DBHDH-+FHF( 


"-&6. Rd: 0-20) PR) -KOFM 


Zufolge der zweiten der Gleichungen (1) muß jedoch 


tga=te(lw ww) 
(Ila) 


auch sein: 


Uptea— 2 Al+mV an. eier 


1-84: Fe: IPr)- ro Ford DE 
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Ist speziell a also tg a —=%0, so muß 
(4) Rd) RM PB (t) Fakt) — 0 
sein. Dann folgt sofort aus der zweiten der Gleichungen (1): 
RU EH-BHF(H)—0. 
Wr 
y 
die Gleichung (4) besteht. 


Wir schließen im folgenden diesen Fall aus. Dann folgt 
durch Integration der Gleichungen (1): 


5) DEI) OEL) = CO, FEHBN N) Fi) = Cı, 
wobei jetzt ©, und Ö, von Null verschieden sind. 


Infolge der Gleichungen (lla) und (IIb) gelangen wir zu 
den Beziehungen: 


(P2(t) Dt) + Fl) Filt) = Cr tg a, 
BOB) + Feld) PX) = 02 tg a, 
woraus wir durch Integration erhalten: 

Fed +Drt)—kıtket,. 
Wo) +de)=M+kst, 


Damit also a—=-- ist, ist notwendig und hinreichend, daß 


(IlLa) 


(IN) 


wobei gesetzt ist: 
Be ıletoan alten. 
Aus der ersten der Relationen (III) geht die Richtigkeit 
der Gleichungen hervor: 
en. lebt edesing, 
wenn wir unter ® eine Funktion des Drehwinkels t verstehen. 


Durch Differentiation der Größen F%(t) und Dz(t) ergibt 
sich nun: 


Sk, 1 | 
ru) — ir 7 an. 
| (k, + kt)? | A 
Bene 
BR 
| u ur: . = do 
3 (d) = — sin p+(ktktjrcosp —r- 
\ (k, + kt)? 


Wir finden nun bei Beachtung der Gleichungen (5), (6) 
und (7) die Beziehung: 
4 / 4 4 d 
(8) ORG -FHBH-=(k+d)T— 6: 


also: 


— 10 — 


dy C, ER 3769 
(9) Te und 9=-— fr Se Logl[c(k, +k,d). 


Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen (7) 
bekommen wir bei Verwendung der Formel (9) die weitere 


Gleichung: 


42 rn +0 
+ 


Zufolge der zweiten der Gleichungen (Ill) muß aber auch 
F?H+D?’t)=kı+ kt 


sein. Es muß daher für jeden Wert von £ die Gleichung: 


bestehen: 
iR +0? 


it ke eo Kıthst 
oder: a 2 
kokt?+ (Kıike+ kıks)t+ kn -— ke — 01 =, 

woraus folgt: 

k—0, kh+kh—0, MB 01-0. 
Da aber 

k,=20tga,.b=2Gtea Oo. 000 5 
ıst, muß 


1ER AS kık—=(C] 


sein. Es kann also, nachdem der Fall an ausgeschieden 


worden ist, der Winkel a nur noch gleich Null sein. 
Unter solchen Umständen ergibt sich der 


Lehrsatz: Liegen in jedem Augenblick sameloıı 
geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche un- 
geraden Wendepole auf je einer Geraden, und... 
der Winkel, den diese. jeweiligen beiden Gere, 
mit. einander einschließen, während der -Bewesuss 
konstant sein, so müssen die beiden Geraden ent- 
weder auf einander senkrecht stehen oder einander 
parallel sein: 


Wir wenden uns jetzt dem Fall zu, in welchem sich der 
eingreschlossene Winkel während der Bewegung ändert. 

Wir wollen nicht den eingeschlossenen Winkel & selbst, 
sondern seine trigonometrische Tangente als Funktion des 
Drehwinkels einführen. Es möge sein: 


dw(t 
ger, Vi 
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Wählen wir die Bezeichnung genau so wie bei den vor- 
hergehenden Betrachtungen, so müssen äuch jetzt die 
Gleichungen (Ha) und (IIb) bestehen, wenn a durch e ersetzt 
wird. Auch hier sind ©, und (6, von Null verschieden. 

Die Gleichungen (llla) lauten jetzt, wie sofort ersichtlich: 

FOR + BHO) — Gw) 
DE) DE) + FEED Oy(h). 


Diese beiden Gleichungen gehen durch Integration über in: 
(Fe +02 dk, +20, ph) 
\Fr)+BH—R,+20,y). 

Aus der ersten dieser Beziehungen folgt die Richtigkeit 

der Gleichungen: 

1 1 
(10) Rd)=|k+20,yld)]?: cosß, Bl) —=[k,+20,y(d]?: sin. 


Durch Differentiation dieser beiden Gleichungen finden wir: 


(IV) 


Orp(t . | 

m u „00s9—[k,+2CwO]? sin p-®, 

( [k, En C, y (42 dt 
11 

j u Q, y(h) 2 1 do 

Bl) = „sino+ Ik, +20, y(l)]2 coso- ge 


(+20 pl? 
Mit Hilfe der Gleichungen (5), (10) und (11) erhalten wir 


die Relation: Ei 
k,+20yQ) = - 0 


oder: 


do __ LH >“ ° dt 
(12) De ao C) k+2G Rn 


Durch Quadrieren und Addieren der Gleichungen (11) 
ergibt sich nun: 


F3'*(t) = Di? VE Er 


Gu+v?] 
k,+20,v() 


Infolge der Gleichungen (IV) gilt aber auch: 
F3*() + DE) — k, +20,w(l). 
Infolgedessen muß die Funktion w(t) die Differential- 
gleichung befriedigen: 


Cl + Y'*(d] BE 40,0, Wh) Fr 2(k,C, +%O)p) +kk, 
oder: ; 
Ik 


| Ga 
a Bus AERO ALTE a En nn en or —(. 


ae 


Führen wir zur es ein: 

1 Aa+2)=a . 1 Dane 

E (z "G, — 24, 16 4, Tre aa u 
so nimmt unsere Differentialgleichung die Form an: 

vd) +24Ayd) + Av) +4, —I0. 

Aus dieser Differentialgleichung folgt ohne weiteres, daß das 
singuläre Integral derselben y(t) = constans, also y'(t)—tg e—0 
ist, so daß dasselbe jetzt, wo der eingeschlossene Winkel & 
veränderlich sein soll, nicht in Betracht kommt. 

Unsere Differentialgleichung ist von der ersten Ordnung 
und vom zweiten Grade. Die unabhängige Veränderliche ? 
kommt in ihr explizit gar nicht vor. Wir können daher, um 
das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung zu finden, 
die Methode der Differentiation anwenden. Die soeben an- 
gegebene Differentialgleichung laßt sich auch schreiben: 


v)—=—4LrJ A; — 4, — 4, y'?(t) 
oder, wenn wir 4#°— 4,—=4, setzen: 
(V) vi) —= — A, + YA, — 4, vll). | 
Der Fall 4,=0 führt zu keiner reellen Funktion ft), 


weil in diesem Falle 4,>0 sein muß. Er kommt daher nicht 
in Betracht. 


Nun ist: 
I ' rg widH dl | 
dıy(f) — via RE 
Y4,— L wid) 
also: 
di HE 


Hieraus folgt durch re 


(12a) ga 


—— VEzaresin(Y ey) +0. 
V BEST \ - J 

Der erhaltene Wert erscheint nur in reeller Form, wenn 
A, und A, positiv sind. Ist 4,>0, hingegen A,<0 also 
A5—=—4,>0, so laßt sich unser Integral auch schreiben: 


Wil „.(d) 


(12b) ee Fa _yE %r Sin(YE yore 
+ u 2(t) z 
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Ist ferner A,<O0 und A,<0, so nimmt unser Integral die 
(Grestalt an: Fe 
zn d (va v(t)) ia z | 
(120) to yar| Fa I _ 7 Are Sof Vro)+e, 
A,‘ | A, 
V Hz v6 
wobei 3 —= —A,, A4a=—4, gesetzt ist. 
Ist endlich A4,>0 und A,<0, so ist es überhaupt: nicht 
mehr möglich, das Integral im Reellen auszuwerten. 


Es zeigt sich daher, daß, wenn wir im Reellen bleiben 
wollen, die Konstanten. %,, k,, C,, 0, nicht ganz willkürlich 
sein dürfen. Sie müssen so gewählt sein, daß, falls 4, >0 ist, 
auch 4,>0 ist. 

Nun ist: 


1 s1-K a C C 
‘ # ve Zr EIS TER Biere 2 TE — __ re 
(13) ai, A A=nlz e) Er 40, ) Ar 10, 


Die Bedingung, die zwischen den Konstanten bestehen 
muß, können wir daher folgendermaßen aussprechen: 


Haben O0), und (, entgegengesetztes Vorzeichen, so 
muß sein: 
BE N. 
4, Ele 2) a 
Ist aber Are 0, d. h. haben Ö, und 88 gleiches Zeichen, 
so ist A, immer größer als Null, da ja die Konstanten %,, k,, 


O,, ©, alle reell sind. 
Wir können daher sagen: Die Konstanten %k,,k,, 0, 0, 
müssen immer der Ungleichung: 


1{k EN: (ö 
Ele ) La 
(renüge leisten. 


Da aber A, stets größer als Null ist, wie wir soeben ge- 
sehen haben, kann der Fall (12c) nie eintreten. 


Setzen wir: 


4, 4 VW ] Ast ji / 
(14) — v4 NE 1, Va nr A=—, V Dun 
9 4 
so finden wir, rnachdem ob A,=0 wder.A,<0 ist: 
(VIa) eu) esin\at-y) 
bezw. | 
(VIb) tg e=y()—=e, Sin (at+Y,), 


wobei nun die vorkommenden Konstanten reell sind. 
Carl. 8 
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Die Funktion w(t) hat nach Gleichung (V) den Wert: 


(VIIa) v()=—4A,+YyA, cos (at-+y) 
bezw. ER 
(VIIb) ph —=—A + VA Roi ltr). 


Wir legen uns nun die Frage vor, wann der Fall (Vla) 
und wann der Fall (VIb) eintritt. 
Der Fall (VlIa) tritt, analytisch gesprochen, ein, wenn 
ci 
u 2 
Vorzeichen haben. 
Nach den Gleichungen (5) ist :aber: 
5) FEOEH-BHFN)—G, D)FLKM-FFHDH-—C, 
Die Richtungstangenten der Geraden, auf welchen die 
geraden bez. ungeraden Wendepole liegen, sind: 
eo, —=- Rt): ww —=BM:r. 


Durch Differentiation dieser Quotienten erhalten wir: 


>0 ist, also wenn OÖ, und (, entgegengesrs 


d (Bud) — DE FLH) 
RE a Zu 
dt ( 8 w,) Dt) ) 
d HOERIUEERLZIUF EG 
(eo) | =. 
dt ( 8 w,) eh 

Vermöge der Gleichungen (5) können wir hierfür schreiben: 
d & d 9% 
—_ (tew)—=——- te w)= I. 
dt ( 8 %,) Ds? (d2 dt ( 8 w,) Fe ?(h) 


Machen wir keine Annahme darüber, ob der von den 
beiden fraglichen Geraden eingeschlossene Winkel während 
der Bewegung konstant oder veränderlich ist, so sind C, und 
C, willkürliche Konstanten, die speziell beide gleich Null sein 
können. Da im Nenner der angegebenen Quotienten Quad- 
rate stehen, finden wir den 

Lehrsatz: Liegen in jedem Augenbhiek 72 7 
und sämtliche Wendepole nach dem Modul 2 auf zwei 
Geraden verteilt, so-kann jede der beiden Geo 
während der Bewegung ihren Drehsinn nicht andern 

Ist nun der eingeschlossene Winkel veränderlich, so 
müssen C, und C, von Null verschieden sein. Je nachdem ob 
C, und C, entgegengesetztes oder gleiches Zeichen haben, so 
drehen sich die beiden in Rede stehenden Geraden im gleichen 
oder entgegengesetzten Sinn. Mit Rücksicht auf dieGleichungen 
(VIa) und (VIb) gelangen wir zu dem 
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metosaszenliıepenvuvstedem Augenblick“der Pol 
und sämtliche Wendepole nach dem Modul 2 auf zwei 
Geraden verteilt, und ist der Winkel, den diese beiden 
(Geraden miteinander einschließen, im Laufe der Be- 
wegung veränderlich, so hat die trigonometrische 
angentesdeszeingeschlossenen Winkels die Werte: 

tge—=csin(at+y) bez. tge=c, Sin(at-+Yy,), 
je nachdem ob sich jene beiden Geraden während der 
Bewegung: im gleichen oder im entgegengesetzten 
Sinne drehen, wobei.t den,Drehwinkel, die übrigen 
Größen reelle Konstanten bedeuten, deren Werte aus 
den Gleichungen (13) und (14) hervorgehen. 

Wir sehen, dab tg’e für endliche Werte von ? nie unendlich 
werden kann. Ist also der eingeschlossene Winkel veränderlich, 
so können die beiden Greraden, auf welchen die geraden und un- 
geraden Wendepole liegen, nie aufeinander senkrecht stehen. 

Besteht zwischen zwei Größen u und 9 die Beziehung: 

Sinu=tgd, 
so stehen dieselben in einem greometrisch einfachen Zusammen- 
hang, wie aus der Iheorie der hyperbolischen Funktionen 
bekannt ist. Man nennt wohl « den gemeinsamen Winkel, 
während ® der transzendente Winkel genannt wird. 

use met sosveht die ’Gleiehung .(VIb) über in: 
(15) te —Ein(at+Y,). | 

Es ist demnach e der zua,2-+y, als gemeinsamen Winkel 
gehörende transzendente Winkel. 

Aus der Gleichung (15) folgt: 

os ler). 

Der hyperbolische Kosinus. ist immer positiv. Der 
trieonometrische Kosinus hingegen kann positiv und negativ 
Seins Frist demnach: 


(16) . 


cos E 
3 7 71 B 3 
je nachdem ob 0<J[e|< oderz<[eli<z ist. 


—- rt (ltr), 


Da t der Drehwinkel bei unserer Bewegung ist, so be- 
sagt die Gleichung (15), daß im Laufe unserer Bewegung 
entweder immer die erste oder immer die zweite der soeben 


angegebenen Ungleichungen besteht. 
8* 


ae 


Wenn &, =1 ist, so ist nach den Gleichungen (14) 3 —=-4, 
—=A,. Infolge der Gleichungen (13) gilt dann die Beziehung: 
k k | 
8 —-——— 
\ ) ©, Cr 


Die Gleichung (VIb) lautet jetzt: 
Si 4, +y& Ko] (a,t+ y,) 


oder, wenn wir die Gleichung: (16) ee 


ya— At Anne: 
Da nun 
2a k, ONE 
a! R=go, 


ist, finden wir mit Rücksicht auf die Gleichung (17): 


En 1 
k,+ 2 Gy — 2 Ob 
Die Gleichung (12) sagt aus: 


ae q, 

a een. 
sodaß die folgende Gleichung besteht: 
(18) en... 

ayA, 
Durch Differentiation der Gleichung (15) ergibt sich die 
weitere; 2 de 
Free eh RU CHEZ 2207 


also unter Berücksichtigung der Relation (16): 
de— 71.0, co8Ldı 
Die Gleichung (18) läßt sich somit schreiben: 


1 
OD —= = Ben Le. 
Aus den Gleichungen (14) ersieht man, daß a, u 1 ist. 
Wir erhalten daher durch Integration der soeben angegebenen 


Gleichung: 1 + 
ee RE 1° 


Die Richtungstangente der Geraden, auf welcher in der 
Systemlage t die geraden Wendepole liegen, hat nach den 
Gleichungen (10) den Wert: 

ww = - RB: =— cootgpy—tg(Z+P). 
Ks 1st also: 


71 1 7 1 
Wen iO 
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Den Richtungswinrkel derjenigen (Greraden, auf welcher 
die ungeraden Wendepole liegen, haben wir w, genannt. 
Wir haben nun immer, wie aus der Gleichung (Illa) hervor- 
geht, denjenigen eingeschlossenen Winkel e benannt, für 


welchen gilt: 
E=W —W,:. 


Hieraus folgt: 1 
a 


d. h. die beiden (Greraden, auf welchen die geraden und un- 
geraden Wendepole liegen, drehen sich während der Be- 
wegung im entgegengesetzten Sinne gleichschnell. 

Wir haben demnach das Resultat gefunden: 

Ist in jedem Augenblick der Winkel &, welchen die beiden 
Geraden einschließen, auf welchen die geraden und ungeraden 
Wendepole liegen, der transzendente Winkel, welcher zu 
at+ty, als gemeinsamen Winkel gehört, so drehen sich 
die genannten beiden Geraden im entgegengesetzten ‚Sinn 
gleichschnell. 

Wir nehmen nun an, daß in jedem Augenblick vom nt 
Wendepol ab sämtliche geraden und ungeraden Wendepole 
auf je einer Geraden liegen. 

Aus den Gleichungssystemen (la) und (I) geht dann ohne 
weiteres hervor, daß in diesem Fall die Gleichungssysteme (I) 
mit den Quotienten 


it) Dh und Def) Ss t) 
bezw. 
Brad und BE»). BD) 


abbrechen, je nachdem ob n gerade oder ungerade ist. 
Grenau so wie bei den vorhergehenden Betrachtungen, 
bei welchen n=0 war, finden wir hier den analogen 


Lehrers ZES leven/in jedem Augenblick vom n'® 
Wendepol ab sämtliche geraden und sämtliche un- 
SeralenewWendepoleaufje einer (reraden, wenn sich 
injedem Augenblick durch den n!®, (n-+ 2)" und (ra +4)'® 
Wendepoleinerseits und durch den (n-+1)!®, (n+3)'" und 
(n+5)!" Wendepol andrerseits eine Gerade legen läßt. 

Ferner gilt, wie man nach den vorhergehenden Be- 
trachtungeen leicht sieht, die Aussage: 
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Die hinreichende und notwendige Bedingung dafür, daß 
in jedem Augenblick vom rn!“ Wendepol ab sämtliche geraden 
und sämtliche ungeraden Wendepole auf je einer Geraden 
liegen, ist, daß die Koordinaten des ersten Wendepoles in 
bezug auf das («y)-System den beiden Differentialgleichungen 


ErPorTo—-PR ars ey 
(19) (a 2) pDr+2 (d Sl 
genügen. 

Wir fassen jetzt den von den genannten beiden Geraden 
eingeschlossenen Winkel ins Auge. Es’ist hierberer ı; 
gleichgültig, ob n gerade oder ungerade ist. Wir wollen 
etwa n als ungerade voraussetzen. Die Richtunsskoefhizienten 


der beiden in Rede stehenden Geraden sind a 
ge Dart, em u. = - Aida 
Durch Integration der Gleichungen (19) erhalten wir: 
Kaserne =. 
we wrONPo nor 
Diese Gleichungen entsprechen den Gleichungen (5) der 


vorhergehenden Untersuchung. 


Ist wieder 
ET Wy+1TWn; 


so folgt: 
(ee un Re Bi 
(VIlla) RD pt ee 
:- oh Wrede 
) 


% m BR) De DRFR: PTR t) 
Zufolge der Gleichungen (19) besteht aber auch die weitere: 
er (Es e I, DB Do) 

aeg, 

Die Gleichungen (VlIlla) und (VIlIb) haben aber die- 
"selbe Form wie die Gleichungen (Ha) und (Ib); nur zo, or 
Ps), Bl), FR, BE), Fir), Dh) 

ersetzt. durch: 


Bl) Dh) ) Ds (), Fet> or 


(VIEbD yo = 


Aus den angestellten Betrachtungen geht somit hervor, 
dab alle Aussagen, die wir früher in bezug auf den einge- 
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schlossenen Winkel ge gemacht haben, auch hier unverändert 
gelten, ob nun e konstant oder veränderlich sein mag. 

Da die Rückkehrpole die Wendepole der umgekehrten 
Bewegung sind, so können wir die vorhergehenden Unter- 
suchungen leicht auf diejenigen Bewegungen übertragen, bei 
welchen in jedem Augenblick vom nt® Rückkehrpol ab 
sämtliche geraden und sämtliche ungeraden Rückkehrpole 
auf je einer Geraden liegen, wenn man von der umgekehrten 
Bewegung ausgeht. Die beiden Gleichungssysteme (I) werden 
bei der jetzigen Bewegung ungeändert bleiben, wenn man 
unter F,(t), D,(t) die Koordinaten des ersten Rückkehrpoles 
in bezug auf das bewegliche ‘System versteht, und ? den 
Drehwinkel der umgekehrten Bewegung bedeutet. 

Da aus den genannten Systemen (l) alle Folgerungen 
gezogen wurden, so werden bei der nunmehr betrachteten 
jewegung ganz entsprechende Formeln und Sätze existieren. 
Wir können daher mit dieser Bemerkung diese Betrachtung 
abschließen. 

DD. 


Fortsetzung der im vorigen Paragraphen angestellten 

Untersuchung für den Fall, daß der eingeschlossene 

Winkel der jeweiligen beiden Geraden, auf welchen 
Kerhoberen Lole.lieven, konstant ist. 


Wir führen auch hier die Rechnung nur für den Fall 
durch, daß die Wendepole auf diesen beiden (seraden liegen. 
Wir gehien wieder davon aus, daß sämtliche geraden Wende- 
pole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole auf 
je einer Geraden liegen und erwähnen dann den Fall, daß 
erst vom nt ab sämtliche Wendepole nach dem Modul 2 
auf zwei Geraden verteilt liegen. 

Ist der eingeschlossene Winkel konstant, so sind, wie wir 
Sahen, zwei Fälle möglich. Entweder stehen die beiden 
(reraden auf einander senkrecht, oder sie sind einander parallel. 

Die beiden Geraden mögen zunächst auf einander senkK- 
recht stehen. 

Wie im allgemeinen Falle müssen auch hier die beiden 
Gleichungssysteme (I) des vorigen Paragraphen bestehen. 
Hierzu tritt aber jetzt noch die Gleichung: 


(1) EHFH— Fi) Bl) = 0, 
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sodaß die beiden genannten Gleichungssysteme (I) in das 
einzige übergehen: 
n.. E20 _ MO _MO_EO 
a) ro) ROTE 
Durch wiederholte Differentiation der Gleichung: (1) findet 


man leicht, dal das Gleichungssystem (l) eine Folge der 
Differentialgleichung (1) ist. Aus diesen Betrachtungen fließt 


das Resultat: | 

Damit in jedem Augenblick sämtliche geraden Wende- 
pole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole auf 
zwei zu einander senkrechten (Greraden liegen, ist notwendig 
und hinreichend, daß die Koordinaten des ersten Wendepoles 
in bezug: auf das (xy)-System der Differentialgleichung genügen: 
(1) HR —- EHEM =, 
wobei t der Drehwinkel ist. | 

Selbstverständlich sind in diesem Fall auch die auf 
Seite 105 angegebenen Gleichungen (1) erfüllt. 

Das Bestehen der soeben hingeschriebenen Differential- 
gleichung heißt aber geometrisch, daß die Verbindungslinie 
des Poles und zweiten Wendepoles senkrecht steht auf der- 
jenigen des ersten und dritten Wendepoles, so dab der Lehr- 
satz eilt: | 

Steht in jedem Augenblick die Verbindung 101 35 
des Poles und zweiten Wendepoles senkrecht auf 
derjenigen des ersten und dritten Wendepoles, so 
liegen injedem Augenblick sämtliche geraden Wende- 
pole auf der ersteren und sämtliche ungeraden Wende- 
pole auf der letzteren Geraden. | 

Nehmen wir an, daß 7'%(t) nicht immer gleich Null ist, 
so findet vermöge der Gleichung (1) die Beziehung statt: 

BURM—RHE _ 
FR) . 


0 


oder: 1 ee 
N: RD = 
woraus sich durch Integration ergibt: 
Bill) — AKS(h). 
Durch abermalige Integration erhalten wir: 


(2) D, () = AR, (f) re: 
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Die Gleichung‘(1) ist auch erfüllt, wenn andauernd 3 (t)=0 
ist. Es ist dann 
(3) F; B=6. 

Sind nun aber immer gleichzeitig F5(t) und D5(t) gleich 
Null, dann haben 7,(t) und 2,(t) die Werte: 


(7) = En D, (?) rt Q,, 


d.h. der erste Wendepol ist ein fester Punkt. Dann fallen aber, 
wie wir gesehen haben, immer sämtliche geraden Wendepole 
mit dem Pol und alle ungeraden mit dem ersten Wendepol zu- 
sammen. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) und (3) können 
wir den folgenden Lehrsatz aussprechen: 

Damit insrjedemr Augenblick "sämtliche 'seradeu 
MWendepole mit dem Pol und sämtliche "ungeraden 
Wendepole auf zwei zu einander senkrechten Geraden 
legen, ıst hinreichend und notwendig, daß die erste 
Werndepolbahnseine Gerade:ist. 

Auf Seite 107 bemerkten wir, daß die erste Wendepeol- 
bahn eine Gerade sein muß, falls in jedem Augenblick 
sämtliche geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche 
ungeraden Wendepole auf je einer Geraden liegen, und 
vom n!® ab sämtliche geraden Wendepole einerseits und 
sämtliche ungeraden Wendepole andrerseits ständig zusammen- 
fallen. Nach dem soeben ausgresprochenen Lehrsatz müssen 
bei der genannten Anordnung der Wendepole die beiden 
betreffenden Greraden immer auf einander senkrecht stehen. 

Ist nun die erste Wendepolbahn eine Gerade, so haben 
die Koordinaten des ersten Wendepoles im (xy)-System die 
m ROd-A+Brl), BOÜ—A+BrÜ) 
wobei w(t) irgend eine Funktion des Drehwinkels ist. 

Die Koordinaten f(t), »(t) des Pols leisten nach dem 
früheren in unserm Fall den beiden simultanen Differential- 
gleichungen (Grenüge: 

de) =4+Byl, Hd -FH=-L+ByYÜ). 

Es lassen sich daher die Koordinaten des Poles nur bis 
auf eine willkürliche Funktion des Drehwinkels bestimmen. 

Wir machen jetzt die erste Wendepolbahn zur x-Achse. 
Die Koordinaten des ersten Wendepoles haben dann die Gestalt: 


Kl), Y=2H-). 
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Die Koordinaten der Wendepole sind nun nach den 
Formeln (II) des dritten Paragraphen des ersten Kapitels: 
- red rl -FÖ- RB, 
,—-)rPed—-F"). y— ei) -FM-E') 
dr -FM-P"M, HP -FÖ-PFOTF. 


Be ee a a A ee LE ER er oa ee 


Hierfür können wir auch schreiben, wenn wir bedenken, daß 


| > Dt) 

1st: 
= FHrRÜ-FO, ne) - Pi) 
,—=Rt)—- #36), = 2, -RM)—0, 


ner VErRü+re er 
an 


ed + - Ed... — fl), 
Ye) - AM... +-NPR” 
Wir ersehen hieraus, daß sich sämtliche ungeraden Wende- 
pole auf einer festen Geraden bewegen. Es gilt daher der 


Lehrsatz: Liegen in jedem Augenblick sam 0 
geraden Wendepole mit dem Pol’und samtliehue 
geraden Wendepole auf zwei zu einander senkrechten 
Geraden, sa sind sämtliche ungeraden Wenden 
bahnen‘ gerade Linien, die alle-ın eme Gera 5 
sammenfallen. 

Im ersten Paragraphen des ersten Kapitels sahen wir, 
dab die Koordinaten des ersten Wendepoles geschrieben 
werden können: > deb 


at re 


wenn a und 5b die Koordinaten des Anfang'sspunktes des be- 
weglichen Systemes in bezug auf das in der festen Ebene 
befindliche Koordinatensystem bedeuten. 

Insunserm. Fallexeiltimun: 


de Eu U) b+ 


dt? a 


dt? 
Das allgemeine Integral der zweiten Differentialgleichung ist: 
b=rsin(t-+.a), 


wobei c, =rcos a, ,=r sin a die Integrationskonstanten sind. 
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Die Bahngleichungen eines beliebigen Punktes des be- 
weglichen Systemes sind: 
z=a+£cost—nsint, y—=b-+Esint+ncost. 
Die Bahngleichungen des Systempunktes E=--(,17=--6, 


lauten in unserm Falle: 
(4) z=a—rcos(t+ta), y=. 

Da die Koordinaten des Pols, wie wir ebenfalls früher 
sahen, die Werte haben: 


füO=a-% PO=b+T 
so folgt: \% = 
(5) fl) =a-rcos(t+.a). 


Nun sind aber 2=f(t), y=0 die Koordinaten des Schnitt- 
punktes der beiden Geraden, auf welchen die geraden und 
ungeraden Wendepole liegen. Aus den Gleichungen (4) und 
(5) geht vermöge der letzten Bemerkung hervor, daß es bei 
der von uns betrachteten Bewegung stets wenigstens einen 
Systempunkt gibt, dessen Bahn eine gerade Linie ist. . Die 
Bahn dieses Punktes fällt mit der ersten Wendepolbahn zu- 
sammen. Der Schnittpunkt der beiden zu einander senkrechten 
Greraden, auf welchen die geraden und ungeraden Wende- 
pole liegen, fällt in jedem Augenblick mit dem genannten 
Systempunkt zusammen. 

Wir nehmen jetzt umg’ekehrt an, dal irgend ein System- 
punkt eine gerade Linie beschreibt. Wir machen diese 
Grerade zur x-Achse und wählen den genannten Systempunkt 
als Koordinatenanfangspunkt des beweglichen Systemes. 
Haben «a und b dieselbe Bedeutung wie bisher, so ist jetzt b=0. 

Die Koordinaten des (n—1)!®® Wendepoles sind nun nach 
dem ersten Paragraphen des ersten Kapitels; je nachdem 
ob n gerade oder ungerade ist: 


ig Se de 
mmH—a+t—1)e* m’ Yna—b+(-1)2' am 
Dez. = 
N db n—]1 a m 
nat (—]) = dam’ Vet) = dm’ 
In unserm Falle gilt daher für jedes gerade n: 
Mr ıin.d.d 
(5a) ImMmaım=a+(l—]1)2 "g iR N) 
[4 
und für jedes ungerade n: 
n—1 d’a 


(5 b) Ind Um 1) 2 en’ 


ange 


Auch der Pol hat die Abszisse £—a und die Ordinate 
2.04 

mt 

Ist also die Bahnkurve eines Systempunktes eine Gerade, 
so sind alle ungeraden Wendepolbahnen gerade Linien, welche 
alle zusammenfallen. Wir sehen ferner, daß der Schnittpunkt 
der beiden zu einander senkrechten Greeraden, auf welchen zu- 
folge der Gleichungen (5a) und (5b) die geraden Wendepole 
mit dem Pol und die ungeraden Wendepole liegen, in jedem 
Augenblick mit dem genannten Systempunkt zusammen- 
fällt, welcher die Koordinaten &=a, y=0 hat. Ein besonderer 
Fall tritt ein, wenn die Ausdrücke 
Zi ra 

dt? 
ur ale veradeuftbez, ee Werte von n je einen Wert 
haben. Es fallen dann nämlich immer sämtliche geraden 
Wendepole mit dem Pol einerseits und sämtliche ungeraden 
Wendepole andrerseits zusammen. Dabei ist, wie wir gezeigt 
haben, der erste Wendepol ein fester Punkt. Damit nun die 
genannten Ausdrücke die verlangte Eigenschaft haben, ist 


+ a 


Elbe a bez. (—1) 


hinreichend und notwendig, dab 


d’a dan | d’a 


Be A ed a Een 
ist. Das allgemeine Integral dieser Differentialgleichung lautet: 
a—c-+rsin(t+a), 


wobei 6, &, =r c0sa, (,=r sina Integrationskonstanten sind. 


Die Koordinaten des Poles im (xy)-System sind daher 


in unserm Fall: 


d=a— SD =ctr sin (£-+.a), 


MO lem re nn —rcos(t-+a). 


Mit.Hilfe der et nn des dritten Paragraphen des 
ersten Kapitels finden wir nach kurzer Rechnung als Ko- 
ordinaten des Pols im beweglichen System: 


Fl=—;5 sin ar sin (2t+.a), 


I)=5 ‚cosa+, cos (217.0) 


wenn wir die Beziehungen 
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jean 


cosa+cosß—=2coss (a+ß) cos „(a—Pß), 


. sina+sinf—=2 sin 5 («+ ß) cos 5 (a—ß) 
erwägen. 

Vermöge der Formeln (I) des ersten Paragraphen des 
zweiten Kapitels können wir uns nun leicht zurechtlegen, daß 
in dem zuletzt betrachteten Fall die sogenannte elliptische 
Bewegung vorliegt, bei welcher die Polkurven zwei Kreise 
sind, die von innen aufeinander abrollen, und von denen der 
Radius des festen Kreises gleich dem Durchmesser des be- 
weglichen Kreises ist. Bei dieser Bewegung beschreiben 
sämtliche Punkte des rollenden Kreises, welcher in jedem 
Augenblick Wendekreis ist, gerade Linien, wie bekannt ist. 

Unsere Ergebnisse lassen sich zusammenfassen in den 
folgenden 

Lehrsatz: Ist die erste Wendepolbahn eine Gerade, 
aospıl es einen isystempunkt, welcher eine gerade 
. Linie, und zwar die erste Wendepolbahn, beschreibt. 
en vekeohrtadie. Bahn eines Systempunktes..eine 
serade, so ist, abgesehen von der elliptischen Be- 
wegung und der bloßen Translation, die erste Wende- 
polbahn eine Gerade, welche mit der Bahnkurve des 
genannten Systempunktes zusammenfällt. Bei der 
elliptischen Bewegung, bei welcher unendlich viel 
Systempunkte gerade Linien beschreiben, ist der 
erste wendepol, mıt dem alle ungeraden Wendepole 
zusammenfallen, ein fester Punkt. 

Jetzt mögen erst vom n!®® Wendepol ab in jedem Augen- 
blick sämtliche geraden und ungeraden Wendepole auf zwei 
zu einander senkrechten Geraden liegen. | 

Es ist hierbei für die Rechnung ohne Bedeutung, ob n 
gerade oder ungerade ist. Es möge n etwa ungerade sein. 
Aus den Gleichungssystemen (I) des vorigen Paragraphen, 
die dann, wie besprochen, mit den entsprechenden Quotienten 
abbrechen, folgt jetzt: | 


D5 (ft) Dr) DE n Da Hd) 
ee VERSETZT 
Ähnlich wie früher finden wir, daß dieses Gleichungs- 
system besteht, wenn die Differentialgleichung gilt: 


(6) DEE) et, 
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Diese Gleichung besagt aber, daß in jedem Augenblick 
die Verbindungsgerade des n!® und n+2)'= Wendepoles 
senkrecht steht auf derjenigen des (n+1)!® und (n+3)ta 
Wendepoles. Unter solchen Umständen ergibt sich der 

Lehrsatz: Steht die Verbindungslinie desn@und 
(n +2)!" Wendepoles in jedem Augenblick senkrecht 
auf derjenigen des (na+1)!® und (n+3)! Wendepoles, 
so.liegen in jedem Augenblick sämtliche gerad 20 | 
ungeraden Wendepole vom n!® ab auf zwei zu einander 
senkrechten Geraden. 

Aus den Gleichungen (6) erhalten wir, ähnlich wie früher: 


MD Fr A+AymL, BP) —B'+Byatt), 
wobei 4’, A, B‘, B willkürliche Konstanten und y®R(})—= 


eine beliebige Funktion des Drehwinkels bedeuten. 
Damit also in jedem Augenblick vom n!* Wendepol ab 


An ı(t) 
dtn 


sämtliche geraden und ungeraden Wendepole auf zwei zu 
einander. senkrechten Geraden liegen, ist, wie aus, 
Gleichungen (7) hervorgeht, notwendig und hinreichend, dab 
die Koordinaten des ersten Wendepoles im (zy)-System die 
Form haben: 

a) — An n Ane T, Ar Se Ayet), 

8, = Bat Da-ıt +... + BF Bol) 

Wir kommen nun zu dem Fall, daß die beiden Geraden, 
auf welchen die geraden und ungeraden Wendepole liegen, 
immer parallel sind. Auch hier nehmen wir zunächst wieder 
an, daß in jedem Augenblick sämtliche ungeraden Wende- 
pole einerseits und sämtliche geraden Wendepole mit dem 
Pol andrerseits auf einer Geraden liegen. 

Die Gleichung'ssysteme (I) des vorigen Paragraphen gehen 
bei der jetzt betrachteten Bewegung in das eine über: 


an Bene 2 
a, ee ee SON B;(t) 


Dieses Gleichungssystem hat dieselbe Form wie das 
Gleichungssystem (2) des ersten Paragraphen dieses Kapitels: 
nur sind f(t), o(f) ersetzt durch F\,(t), 2,(t.. Wir werden daher 
hier ähnlich vorgehen wie in dem genannten Paragraphen. 
Ähnlich wie früher finden wir, daß es notwendig und hin- 
reichend ist, daß die Gleichungen 


I 


) BHEKH+DHDH-0, Frl) FF(O+ DDr M)—=0 


bestehen, falls das Gleichungssystem (II) gelten soll. Das 
Bestehen der Gleichungen (8) heißt aber, daß in jedem Augen- 
blick der Pol mit dem zweiten und vierten Wendepol auf einer 
Geraden liegt, welche der Verbindungslinie des ersten und 
dritten Wendepols parallel ist. Es folgt der 

Benrsatzerıceotiın jedem Auvennplick der ‚Pol mit 
dem zweiten und vierten Wendepol aufeiner Geraden, 
welche der Verbindungslinie des ersten und dritten 
Wendepols parallel ist, so liegen injedem Augenblick 
samtliche geraden Wendepole, mit:dem Pol;und sämt- 
liche ungeraden Wendepole entsprechend auf zwei 
parallelen Geraden. 

Aus den Gleichungen (8) folgen die weiteren: 


1 
(9) Fe) + DR]? = 0, 
(9a) Di“) Pd) — Fy(dBsh)—0 und Bl) Frl) — FE (t)D%(t) = C,, 


Der Krümmungsradius der ersten Wendepolbahn hat daher 
bei unserer Bewegung den Wert: 


; 
es nee U 
x (FE — FE(dD3() 5° 


(10) 


Verstehen wir unter s die Bogenlänge der ersten Wende- 
polbahn, so finden nach der Gleichung (9) die Beziehungen statt: 
VE 
dt >= 195 
Grelten umgekehrt die Gleichungen (10) und (11), so be- 
stehen auch die Gleichungen (8). Ist ©&,—0, so artet die erste 
Wendepolbahn in eine (rerade aus. Es ergibt sich somit der 
Lehrsatz: Damitinjedem Augenblick sämtliche ge- 
raden Wendepole mitdemPolund sämtliche ungeraden 
Wendepole auf zwei Parallelen liegen, ist notwendig 
und hinreichend, daß die erste Wendepolbahn ein Kreis 
ist, der in eine Gerade ausarten kann, und daß der 
erste Wendepol auf der ersten Wendepolbahn gleiche 
Strecken zurücklegt, wenn sich das bewegliche System 
um gleiche Winkel dreht. 
er (50, eo eraibi die, Integration der, zweiten der 


Gleichungen (9a): F,‘(t) 
Fra 
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Aus den Gleichungen (9) oder. (11) geht dann hervor, daß 
RBRd—=a, Bh)=a, Pl)=at+a, Dh)-@aro 


ist. Mit Rücksicht auf die Formeln (II) des dritten Paragraphen 
des ersten Kapitels erhalten wir dann als Koordinaten der 
ungeraden bez. geraden Wendepole: 


%an-ı— Frlt), Yan-ı — Belt), 

=) + RE) Yn=plt)— Frl), 
wobei f(t), p(t) die Koordinaten des momentanen Pols bedeuten. 
Es fallen in diesem Falle also alle geraden und alle ungeraden 
Wendepole je zusammen. Es ist dies aber auch ein Spezialfall 
der früher behandelten Bewegungen, wo nur (,=0 voraus- 
gesetzt war, ohne daß gleichzeitig die Beziehung: (9) bestand. 
Bei diesen Bewegungen lagen in jedem Augenblick sämtliche 
geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche ungeraden 
Wendepole auf zwei zu einander senkrechten Geraden. 

Wir schließen nun den genannten Sonderfall aus, sodal 

also die erste Wendepolbahn ein wirklicher Kreis ist. Infolge 
der Gleichungen (9) und (10) finden wir dann als Koordinaten 
des ersten Wendepols, indem wir ganz ähnlich wie im ersten 
Paragraphen dieses Kapitels verfahren: 


F,t)=e«+rcos(at+ß), B,(t)=«+trsin (at+P), 


wenn unter t der Drehwinkel verstanden wird. Die Größe a 
soll von Null verschieden sein, da wir sonst auf den schon 
bekannten Fall zurückkommen, dab immer sämtliche geraden 
Wendepole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole 
mit dem ersten Wendepol zusammenfallen. Die Koordinaten 
des Pols bestimmen sich aus den beiden simultanen Differential- 


gleichungen: fO+Pl)—=«+trcos(at+P), 
dlbaee ee $ | 
Pi -FO=a+rsin (at+P) 
deren Integration wir ausführen wollen. Aus den angegebenen 
Differentialgleichungen folgt die weitere: 
(IV) "oa +d)=a+l-e)recos(at+ß). 
Partikuläre Integrale der entsprechenden homogenen 


Differentialgleichungen sind sint und cost. Nach der Methode 
der Variation der Konstanten setzen wir: 


(12) ft)=.G, sint GC, cos, 
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wobei ©, und Ö©, Funktionen von £ sind, welche die Gleichungen 


erfüllen: 
Au a a en 
de dc, 
1 cos = =@6,+(l—a)rcos(at+P). 
Hieraus ergibt sich aber: 
= —= c, cost+(l—-a)rcos(at+ Pß) cost, 
d6, | 
1 A Ssint—- (l-a)rcos(at+P)sint 
oder: j 
G,—=4+c sint+(l—-a) r ['cos (at+p)costdt, 
(V) 


0,—=B+ec, cost — (1—a)r [cos (at+P)sintdt. 
Nun bestehen bekanntlich die Relationen: 
cosa+cosß= en (a-+ ß) cos er (a—Bß), 
sina+sin#=2sin — > (a +P) cos — (a —P). 


Demnach gelten die er 
eos [(l+a)t+P]+ cos [(l—a) t—B]=:2 costcos (at+P), 
1 ‚\sin [(l+a)t+P]+ sin [(1—-a) t—- | —=2sin tcos (at+P). 
Es nehmen daher, falls «+ (+ 1) ist, die Funktionen C, und 
C, die Werte an: 
QG,=4A+ ec, sint+(l-o) z| _ la ge: on. ) 


0,—B+e, cost+ (1-0) us an ee) 


Die Gleichung (12) geht daher über in: 
—1 


t)=«+4sint+Bcost— Erd 5. °08 (at+P)+5 — cos(at-++ ß) 
oder, wenn A=— AR, sin ß,, BR, cos pi gesetzt wird: 
(Vla) td)=at+tR, cos(t+P,) + —— = cos (at+P). 

Da nun 5 
FÜ=-—R, sin (t+.ß)— = sin (at-+ß) 
ist, folgt 
(VIb) pt)=g— k, sin (+ B,) + Sin (at+P). 
Ist a=— 1, so lauten die ee (13): 


cosß+cos(21—P)—=2costcos(—t+P), 
sin + sin (21—P) —=2 sin tcos (—t+P). 


Carl. 9 
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Nach den Gleichungen (V) sind die Größen C, und G;: 
GC =4A+(reospß)t+ c, sint+ 5 sin (21—-Pß), 


(, — B—(rsin P)t+c, cos +5 cos (21—P). 
Die Gleichung (12) hat jetzt die Form: 
I 6 +4 sind + Bcos t+5z cos ((—P)+rtsin (i—P) 
oder: | | 
(Vlla) fc +5, c08(- P)teisn 
wobei gesetzt ist: | Te 
Iceosßp. bi 5 E08.B, And A 5 sind 

Aus der zweiten der Gleichungen (Il) erhalten wir: 
(VIIb) o(t)—= ,— KR, sin (t—ß,)+rtcos (t—P). 

Ist a—=1, so läßt sich die Gleichung (IV) schreiben: 


FOÖ+rd)=«; 

Ein partikuläres Integral dieser linearen Differential- 
gleichung ist die Konstante c,. Partikuläre Integrale der ent- 
sprechenden homogenen Differentialgleichung sind sint und 
cost. Das allgemeine Integral ist daher: 


(VIHa) fd) +4Asnt< B co? on ur. 0. 

Mit Hilfe der zweiten der Gleichungen (III) finden wir in 
diesem Falle: | 
o(d = c,+ (r cos ß— B,) sint+ (rsin + A,) cost 

— 1, est le 

Haben nun die Koordinaten des Poles die Formen (VI), 
(VII) oder (VID), so haben die des ersten Wendelpols die 
Form (II). Dann liegen aber in jedem Augenblick sämtliche 
geraden Wendepole mit dem Pol und sämtliche ungeraden 
Wendepole auf zwei Parallelen. Sehen wir von den er- 
wähnten Sonderfällen ab, bei welchen immer sämtliche un- 
geraden Wendepole einerseits und alle geraden Wendepole 


(VIIIb) 


andrerseits zusammenfallen, so können wir dem am Ende der 
Seite 127 ausgesprochenen Lehrsatz die folgende Gestalt geben: 
Damit in jedem Augenblick sämtliche geraden Wende- 
pole mit dem Pol und sämtliche ungeraden Wendepole auf 
zwei Parallelen liegen, ist notwendig: und hinreichend, daß die 
Koordinaten des Pols im (@=y)-System die Form haben: 
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(f$=«&+R,cos(t+ß,)+ Rcos (at+ß), 


VI 

Sr \y)=,—R, sin (£+P,)+ £ sin (at+Pß) 
oder: | 

Vm (fd —=«+ RR, cos t—Pß,)+ Ktsin (t—P), 
En \yd)=&,—R, sin t—ß,)+ Rtcos (t—ß) 


(VII) d=«a+&R sint+ß) e2d=%+ BR,sin (t-+B,), 
wenn t den Drehwinkel, die übrigen Größen willkürliche Kon- 


stanten bedeuten mit der Einschränkung, dab a nicht gleich 


Null und nicht +1 ist. 

Die Koordinaten des Pols in bezug auf das bewegliche 
System lassen sich nun leicht berechnen vermöge der wieder- 
holt gebrauchten Formeln: 


F(k&=f(t) cost+e(f)sint, (2) = p'(t) cos t—f(t) sin t. 
Die Koordinaten des Poles in bezug auf das in der beweg- 
lichen Ebene befindliche Koordinatensystem sind: 


ee, nen R,cos(2t+ß,)+R . cos [(a—1)t-+P], 


D()—= Q&,-5 R, sin (2t+f,)+ R —- sin [((a—1)t +] 
bez. B 


Fi)= 0, +2.R, cos (2t-ß,)- 4 R cos (2t-)-+5 Rt sin (21-9), 


DH)= (, sn sin (2i-B)+ZR sin (21—ß) +5 Rtcos ntap) 
bez. 
F$)=0, +(R, cosß,— R, sin B)t+zR, sin (21+ß, Ber, cos (2t+ß,), 


DiD=C,+(R, sin + R, cosß,)t+g.R, cos(2t+ß,)+,R, sin (21+ß,) 


Wir nehmen nun an, daß erst vom nt® Wendepol ab in 
jedem Augenblick sämtliche geraden und ungeraden Wende- 
pole auf zwei Parallelen liegen. Auch hier ist es für die 
Rechnung ohne Bedeutung, ob n gerade oder ungerade ist. 
Es möge n etwa gerade sein. Das (rleichungssystem (II) 
lautet dann: | 

ho $,?N (t) 2 Pate 0) » BR) (d)_ en (BE FESTE 
EN OR 


BI. Pe) d BRD 


Mit Rücksicht auf die früheren Betrachtungen können wir 


obne weiteres den Lehrsatz aussprechen: 
9x 


a 


Liegen injedem Augenblick der n'%, (n+2)'®, (n+4)!® 
Wendepolaufeiner Geraden, welche der Verbindungs- 
linie des (n+ I)!" und (n+3)ten Wendepoles parallel ist, 
so liegen in jedem Augenblick vom n!®@ Wendepol ab 
sämtliche geraden und ungeraden Wendepole ent- 
sprechend auf zwei Parallelen 

Nach den vorangegangenen Betrachtungen ist ebenfalls 
ersichtlich, daß 


14) Fr$—=e+reos(at+ß, D’kl)—=c,+rsin(at+Pß) 
, We > > 


ist, wenn wir von den Sonderfällen absehen, bei welchen 
immer vom nie oder (n + 1)" ab sämtliche geraden und un- 
geraden Wendepole je zusammenfallen. 

Da die in den Gleichungen (14) auftretenden Konstanten 
willkürlich sind, abgesehen von der Beschränkung, dab a0 
sein soll, erkennen wir die Richtigkeit der folgenden Aussage: 

Damit in jedem Augenblick vom n!®® Wendepol ab sämt- 
liche geraden und ungeraden Wendepole auf zwei parallelen 
(Greraden liegen, ist notwendig und hinreichend, daß die Ko- 
ordinaten des ersten Wendepoles die Form haben: 


F=4+At+.: 2 40 + Reoos(atte 
8, (= Bn+ Bn-ıt +... + Bi + R sin (ai+B), 


wobei t den Drehwinkel bedeutet. | 

Wir wollen nun die gefundenen Resultate noch in eine 
etwas andere Form kleiden, indem wir die zweiten Schnitt- 
punkte der Wendekreise und die Mittelpunkte derselben ein- 
führen. Am Ende des vierten Paragraphen des ersten Kapitels 
haben wir den Satz ausgesprochen: Liegen in irgend einem 
Augenblick alle Rückkehr- bez. Wendepole vom (m—1)!®® bis 
mt" nach dem Modul 2 auf zwei zu einander senkrechten Ge- 
raden verteilt, so gehören in diesem Augenblick alle Rück- 
kehr- bez. Wendekreise vom nt!" bis mie" einem Nullbündel 
an und umgekehrt. 

Da nun, wie wir früher bemerkt haben, der Pol als der 
nullte Rückkehr- und Wendepol angesehen werden kann, so 
gilt. mit Rücksicht auf den äuf Seite 121 ausgesprochenen 
Satz der weitere | 

Lehrsatz: Damit in jedem Augenblick sämtliche 
Wendekreise einem Nullbündel angehören, ist not- 
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wendig und hinreichend, daß die erste Wendepolbahn 
eine gerade Linie ist. 

Im fünften Paragraphen des ersten Kapitels finden wir 
den Satz: Dann und nur dann liegen die Mittelpunkte des 
nt bis m!em Rückkehr- bez. Wendekreises auf einer Geraden, 
wenn vom (n—l)t®® bis men Rückkehr- bez. Wendepol alle 
geraden und alle ungeraden Rückkehr- bez. Wendepole auf 
zwei Parallelen liegen. 


Aus dem am Ende der Seite 127 angegebenen Satz folgt 
daher der 


Lehrsatz: Damit in jedem Augenblick die Mittel- 
punkte sämtlicher Wendekreise auf einer Geraden 
liegen, ist notwendig und hinreichend, daß die erste 
Wendepolbahn ein Kreis ist, der in eine Gerade aus- 
amenskann mund. daß.der erste, Wendepol. auf der- 
selben bei gleichen Drehungen des Systems gleiche 
Strecken zurücklegt. 


Die in diesem Paragraphen gefundenen Resultate lassen 
sich wieder leicht auf den Fall übertragen, daß in jedem 
Augenblick die Rückkehrpole nach dem Modul 2 auf 2 Ge- 
raden verteilt liegen, die während der Bewegung: einen kon- 
stanten Winkel miteinander einschließen. Wir wollen daher 
nur die folgenden beiden Sätze besonders formulieren. Be- 
denken wir, daß die Rückkehrpolkurven die Wendepolbahnen 
der umgekehrten Bewegung sind, so sieht man ohne weiteres, 
daß die Lehrsätze gelten: 


1. Damit in jedem Augenblick sämtliche geraden 
Rückkehrpole mit dem Pol und sämtliche ungeraden 
Rückkehrpole auf zwei zu einander senkrechten Ge- 
raden liegen, ist notwendig und hinreichend, daß die 
erste Rückkehrpolkurve eine Gerade ist. 


2. Damit in jedem Augenblick sämtliche geraden 
Rückkehrpole mit dem Pol und sämtliche ungeraden 
Rückkehrpole auf zweiParallelen liegen, istnotwendig 
und hinreichend, daß die erste Rückkehrpolkurve ein 
Kreis ist, der in eine Gerade ausarten kann, und daß 
Bergerste Wückkehrnolsberi. oleichen Drehungen-des 
beweglichen Systems gleiche Strecken.auf der ersten 
Rückkehrpolkurve zurücklegt. 


Untersuchung der Bewegungen, bei welchen in jedem 
Augenblick sämtliche Wende- bez. Rückkehrpole vom 
nt ab nach dem Modul k auf k Geraden verteilt liegen. 


Wir haben wiederholt darauf hingewiesen, daß der Pol 
als der nullte Wende- und Rückkehrpol angesehen werden 
kann. Wenn wir im folgenden von sämtlichen Wende- oder 
Rückkehrpolen sprechen, wollen wir immer den Pol mit zu den 
Wende- bez. Rückkehrpolen rechnen, indem wir ıhn als nullten 
Wende- bez. Rückkehrpol betrachten. Wir führen wieder die 
Rechnung nur für die Wendepole durch. 

Zunächst sollen in jedem Augenblick sämtliche Wendepole 
nach dem Modul %k auf k (reraden verteilt liegen. 

Bedeuten &,, %„ die Koordinaten des nten Wendepoles, so 
bestehen jetzt in jedem Augenblick die k Gleichung'ssysteme: 


| a YUnk "Ynm-Vk ur YUn—DkT—YUm—Dak Yar —Yk het Ya Yo 
E2 Ink In -1)k In—-VDk " In—2k Br: KL2k Tr E Ik % 
vr YUnk+H— Yn-yk+H1  Yn-DkHTYn- Dart — _ MYakHıT, Yrıı Ya Yı 
I * Ink+1 Im—1)k+1 ILmn—1)k+1 TIn—2)k-H1 ne Lak+1 Ik ei Ik+1 % 
| _ Yıntyk-1T Ynı-ı _ . Ynk-iT Yn pa 7 er Ya IS Ta 
e I n+l)k—1 Ink—1 n Ink—ı1 Im -1)k-1 BT L3k—1%2k—1 Be 


Nach den Formeln (II) des dritten Paragraphen des ersten 
Kapitels lauten die Koordinaten des (n—1)!e" Wendepoles in 
bezug auf das (zy)-System: 

= de -FA-F" Nr. +? 
(Ü) Fee dr... nl) 
Ya— Pd) -FH-FHMHF dr. +? 
+-IHfe 99 +..= Dh). 

Dann ist aber: = 
= - FÜ + +), 
= PP -FH-P" +. + NND), 
Ya u Irre, 
ra -F-F" + FIN = Dr). 

Nun erkennen wir aber leicht, welche Werte die Zähler 


und Nenner der Quotienten haben, die in den Gleichungs- 
systemen (I) vorkommen. Je nachdem ob & gleich 2r oder 


(1a) 


(la) 
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gleich (2r+1) ist, lassen sich die soeben genannten Gleichungs- 
systeme schreiben: 


- (6:9, =- FE: hd)... = —- FR: 
ee en Zar... 


BEE Eee Lehe ar ala er ausm Erna Heu ee a Lem. 0 0 mare je.rte,'e nm. 0. he ae eare 


BE: En. -- RD (N) 
| DB: Por (= I: =... — Or Fo), 
oder: 

(Far): Bl) = Dr: Fe )=-Frn DE )= 
er: De) =D) = 


Be a ER BE Tee te ar en ale ae tt ale le ia  r. ain 


1 de): en )=-..- 


ed: sen De H2):F BR) (= BER DE md) = 


2r+1 2r’—+1 2r—+1 2r+1 2r—+1 


Damit also in jedem Augenblick sämtliche Wendepole nach 
dem Modul k auf k Geraden verteilt liegen, ist notwendig‘ und 
hinreichend, daß die Koordinaten Fr(t), Dx(t) des (k— 1)!n 
Wendepoles den Gleichungssystemen (la) oder (lb) genügen, 
je nachdem ob %k gerade oder ungerade ist. 


—t2r+1 


Es mögen nun in jedem Augeenblick die genannten k Greraden 
einander parallel sein. Aus den Systemen. (I), (la) und (Ib) 
geht hervor, daß hierzu notwendig und hinreichend ist, dab 
das folgende Gleichungssystem besteht: 


a et) Aee):z 
De end) De 


Dieses Gleichungssystem hat dieselbe Form wie das 
System (2) des ersten Paragraphen des dritten Kapitels; nur 
sind f(t), o(f) ersetzt durch Fr.(t), Du(t). Wir wissen somit, dab 
das ganze System befriedigt wird durch die Größen Ft), 
P,(t), wenn letztere die beiden DR erfüllen: 


2) RAVEN FARÖRN-N Fr N+ARMAN— 0. 
Hieraus finden wir, genau so wie früher, dab die Koordinaten 

des (%--1)!e" Wendepoles in bezug: auf das (2y)-System die Form 

haben: 

(2a) Alt)=c+recos(at+P, DM) —=%,+rsin(at+P) 

oder: 


(2b) F(t) = a+ ct, D.(t) = ca+ Cat. 


..y 


Aus den Gleichungen (2) folgt, ähnlich wie früher: 


(33) + BO 0, 
und a ns = { 


"HMMM FD)  G 


Gelten umgekehrt die Gleichungen (3a) und (3b), so be- 
stehen auch die Gleichungen (2). Wir gelangen daher zu dem 


Lehrsatz: Damit in jedem Augenblick sämtliche 
Wendepole nach dem Modul k auf k parallelen Ge- 
raden verteilt liegen, ist notwendig und hinreichend, 
daß die (k—1)!® Wendepolbahn ein Kreisist, derin eine 
Gerade ausarten kann, und daß der (k-—1)'® Wendepol 
bei gleichen Drehungen des beweglichen Systemes 
gleiche Strecken auf der (k -1)!" Wendepolbahn zurück- 
legt. 

Dieses Resultat kennen wir schon für die Werte k=1_ 
und 2 

Die Gleichungen (2) besagen nun, daß in jedem Augen- 
blick die Verbindungslinien des Poles und des k!en Wendepoles, 
des ersten und des (k +1)!®® Wendepoles und des zweiten und 
des (k +2)! Wendepoles einander parallel sind. Wir können 
somit sagen: | 

Sind in jedem Augenblick die Verbindungslinien des Poles 
und des kten Wendepoles, des ersten und des (k+ I)ten Wende- 
poles und des zweiten und des (k +2)! Wendepoles einander 
parallel, so liegen in jedem Augenblick sämtliche Wendepole 
nach dem Modul % auf k parallelen (reraden verteilt. 

Sollen nun sämtliche Wendepole nach dem Modul k auf k 
Parallelen verteilt liegen, und soll die (k—1)!® Wendepolbahn eine 
(rerade sein, so ergibt sich aus den Gleichungen (2b): 


FHi)=e, du d=a, H=-Baih., 90, a ee 


Es fallen dann, wie man leicht sieht, samtliche Wendepole 
vom ersten ab nach dem Modul % in die % ersten Wendepole 
zusammen. 

Kennen wir die Koordinaten des (k—1)!e" Wendepoles als 
Funktionen des Drehwinkels t, so ist die Bewegung im wesent- 
lichen bestimmt, denn die Koordinaten des momentanen Pols 
leisten den beiden simultanen Differentialgleichungen (1)Genüge. 
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Indem wir die zweite der Gleichungen (1) differenzieren 
und von der ersten subtrahieren bez. die erste differenzieren 
und zur zweiten addieren, erhalten wir, je nachdem ob k gerade 
oder ungerade ist, zur Bestimmung der Koordinaten des Pols 
die Differentialgleichungen: 


k 

ler hr = Al) Bl), 
k 

- YA) +Ed = Dd+F) 


oder: 


k+1 
YAM + Fl = Fr) Dt), 
k—1 
ee dr drd+ rd, 


deren Integrale sich angeben lassen. 


In unserem Fall sind F7.(t) und 2,(t) infolge der Gleichungen 
(2a) und (2b) bekannt. Wir können daher die Koordinaten 
des Poles aufstellen. Wir wollen jedoch von der wirklichen 
Ausrechnung absehen. 

Im folgenden sei k=2r vorausgesetzt. Ferner mögen von 
den 2r Geraden, auf welchen sämtliche Wendepole nach dem 
Modul k=2r verteilt liegen, stets zwei auf einander folgende 
(reraden einen rechten Winkel bilden. Dann gehen die 
Gleichung'ssysteme (la) in das eine über: 


2r(®) Ft) Fl) 


er 85,0) mn DE. u DE.) ER 

Dieses Gleichungsssystem unterscheidet sich von dem mit (I) 
bezeichneten des fünften Paragraphen des dritten Kapitels nur 
dadurch, daß an Stelle von F,(t), D,(t) die Größen F%,(t), Pa,(t) 
getreten sind. Die Koordinaten des (2r—1)!®® Wendepoles 


Fr,(t), De,(t) leisten daher dem genannten Gleichung'ssystem 
(renüge, wenn sie die Differentialgleichung 

(4) (Fr) — Fr, De, (t) — 0 

erfüllen. 

Das Bestehen dieser Gleichung heißt aber zeometrisch, 
dal in jedem Augenblick die Verbindungsslinie des Pols und 
des 2rten Wendepoles senkrecht steht auf derjenigen des ersten 
und (2r + 1)ten Wendepoles, sodaß die Aussage gilt: 

Steht in jedem Augenblick die Verbindungslinie des Poles 
und des 2rten Wendepoles senkrecht auf derjenigen des ersten 
und (2r-+1)ten Wendepoles, so liegen in jedem Augenblick 
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sämtliche Wendepole nach dem Modul 2r auf 2r (Greraden ver- 
teilt, von denen immer zwei auf einander folgende einen rechten 
Winkel einschließen. 

Aus der Gleichung (4) erhalten wir durch Integration, 
ähnlich wie früher: 


D,r(t) = A Frl +B oder Erd & 


Unter solchen Umständen ergibt sich der Lehrsatz: 

Damit in jedem Augenblick sämtliche Wendepole 
nach dem Modul 2r- auf 2r Geraden verteilt u. 5 
welche paarweise auf einander senkrecht stehen, ist 
notwendig und hinreichend, daß die (2r—1)!® Wende- 
polbahn eine Gerade ist. 

Das Kriterium dafür, daß eine Kurve, deren Gleichung 

y—f(®) 

ist, in einem Punkte x, y eine (n-+ 2)-punktig berühren 
Ve: besitzt, lautet: 


ayı ay dan--iy 
BERN a a a: 


Ist nun eine Kurve durch die Gleichungen 
e=y(), y—ıW | 
gegeben, so gelten für einen Punkt, der eine (n+ 2)-punktig: 


berührende Tangente besitzt: | 
Pr i- POLE -I OP H-UVLWO 


dert 
Grelten umgekehrt diese Beziehungen, so hat die in Rede 
stehende Kurve in den: betreffenden Punkt eine (n+2)-punktig: 
berührende Tangente. 
Hat daher die (2r—1)t® Wendepolbahn im (2r— 1) 
Wendepol der Systemlage t eine (n+2)-punktig berührende 
Tangente, so gilt für diese Systemlage t: 


LAU FU) Fo) 


een, 


und umgekehrt. 

Besteht nun das soeben angegeebeneSystem von Gleichungen, 
so liegen in der Systemlage t, wie aus den Gleichung'ssystemen 
(I) und (Ia) hervorgeht, die ersten n+2r Wendepole nach dem 
Modul .2r auf 2r Geraden verteilt, von denen immer zwei auf 
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einander folgende einen rechten Winkel bilden. Wir gelangen 
also zu dem | 

Lehrsatz: Damitin irgend einem Augenblick sämt- 
liche Wendepole vom nullten bis (na+2r)!et nach dem 
Modul2r auf 2r Geraden verteilt liegen, die paarweise 
auf einander senkrecht stehen, ist notwendig und .hin- 
reichend, daß die (2r— 1) Wendepolbahn im (2r—1)!®® 
Nendenolidersnetreffenden,„systemlage eine (n-+ 2)- 
Peruttp berunrende langente.besttzt. 

Liegen nun in irgend einem Augenblick sämtliche Wende- 
pole nach dem Modul 2r auf 2” Greraden verteilt, die paar- 
weise auf einander senkrecht stehen, so muß in dem zuletzt 
hingeschriebenen Gleichungssystem n über alle Grenzen 
wachsen. Dann ist aber die (2r—1)!® Wendepolbahn eine 
Gerade, woraus wiederum folgt, daß dann in jedem Augen- 
blick sämtliche Wendepole nach dem Modul 2r auf 2r Ge- 
raden verteilt liegen, die paarweise auf einander senkrecht 
stehen. Liegen also in irgend einem Augenblick sämtliche 
Wendepole nach dem Modul 2r auf 2r Geraden verteilt, die 
paarweise auf einander senkrecht stehen, so haben die Wende- 
pole in jedem Augenblick die genannte Anordnung. 

Wir machen jetzt die Annahme, daß in jedem Augenblick 
sämtliche Wendepole nach dem Modul 2r-+1 auf 2r+1 Ge- 
raden verteilt liegen, von denen immer zwei auf einander 
folgende einen rechten Winkel einschließen. 

Die Gleichungssysteme (Ib) verlangen dann, dab gleich- 
zeitig die beiden Gleichungen bestehen: 


FF + dt, 
Fer +ilt) Dir +1lt) — Par Hı Fr +) I. 


Aus der zweiten dieser Gleichungen ergibt sich aber durch 
wiederholte Differentiation, wie wir wissen: 


FB d-Fr Dr) 9, 
sodal) auch die Beziehung 
[ao Harp 
stattfindet, welche zur Folge hat, da wir hier immer im Reellen 
bleiben: FerHdG 0, ER 


oder: N ger+: 
Y 
Fey. = 


BR 


Es fallen dann in jedem Augenblick vom (2r+-1)!er ab 
sämtliche Wendepole nach dem Modul2r+1 mitdem (2r—+1)ten, 
(Ir+2)tn, ...., Ar+1)te® Wendepol zusammen. 

Die Koordinaten des 2r! X Wendepoles lauten analog dem 
früheren: | 

F3,+1(f) au A Sl ee Re + Aortı Ay ) 
Dr aeceA,L FAN AD 


Es ist also die 2rte Wendepolbahn eine Gerade, auf 
welcher sich der 2rte Wendepol nach einem bestimmten Ge- 
setz vorwärts bewegt. 

Es drängt: sich uns nun. dieFrage auf, wie dena de 
Wendepole liegen, wenn die 2rte Wendepolbahn eine Gerade 
ist, wobei aber gar nichts ausgesagt sein soll, wie sich der 
2rte Wendepol auf seiner Bahn bewegtt. | 

In diesem Fall haben die Koordinaten des 2r!e Wende- 
poles in bezug auf das (x y)-System die Form: 


sl) Frl) Br) BB 30 | 
wenn unter y(t) eine beliebige Funktion des Drei E 
verstanden wird. 
Die Koordinaten Fr,.+1(), Prr+1() genügen dann dem 
folgenden Gleichungssystem: 
Frl) _ Pr) _ _ Bl) _ Pr) 
u) Ah on Se 


Gilt umgekehrt dieses System von Differentialgleichungen, 
so haben die Größen Fr,+ı(d), Per+ı(t) die angegebenen 
Werte. Erwägen wir die Gleichungen (l) und (la), so sehen 


wir, daß das soeben hingeschriebene Gleichungssystem eine 
einfache geometrische Deutung zuläßt. Bedeuten nämlich 


Wa EN W„... den Pol und die Wendepole, so gilt: 
W, War +1 } W; Wer +2 dk .... 2 Ws, War Hk Warıa Wir 2a "P oo... 


Ist k=2r, und ist die (2r--1)'® Wendepolbahn eine Ge- 
rade, so gilt natürlich auch: 
WoW. WE Ee ENDEN 
Während aber, wenn k=2r +1 ist,. W, W,. senkrecht steht 
auf W.Wsx, geht, wenn k—=2r ist, W,W, parallel WW rı. 
Deshalb liegen im letzteren Falle, wie wir wissen, sämtliche 
Wendepole nach dem Modul k=2r auf k Geraden. 
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Unsere Ergebnisse lassen sich zusammenfassen in das 
Resultat: | | 

Ist die (k—1)'® Wendepolbahn eine Gerade, so haben in 
jedem Augenblick sämtliche Wendepole folgende Anordnung: 

BREMEN ER VEWE RS WW. N. 
und umgekehrt. Ist hierbei k eine gerade Zahl, so liegen 
ferner sämtliche Wendepole nach dem Modul»%k auf % Geraden 
verteilt. 

Vermöge der von uns gemachten Bemerkungen über die 
(n-+ 2)-punktige Berührung einer Tangente mit der Kurve 
erkennt man leicht die Richtigkeit des 

Lehrsatzes: Hat die (k—1l)!t Wendepolbahn im 
(k—1)tn Wendepolder Systemlage teine (n+2)-punktig 
berührende Tangente, so habenin diesem Augenblick 
die n+k ersten Wendepole die folgende Anordnung: 

NEW EREN Ws 15: EM Wn 
und umgekehrt. Ist dabei keine gerade Zahl, so liegen 
außerdem in dem betreffenden Augenblick sämtliche 
Wendepole vom nullten bis (n+k)t®® nach dem Modul k 
auf k Geraden verteilt. | 

Setzen wir k=], so erhalten wir den von R. Müller auf- 
gestellten Satz: Ist in irgend einer Systemlage: W,W,LW,W,1 
...LWn-ı Wn, so hat die Polbahn im augenblicklichen Pol eine 
(rn +1)punktig berührende Tangente, 

Es sei nun die (2r— 1)t® Wendepolbahn eine gerade Linie. 


9 (t) Ft) — Fer lt) Dar (t) = 0, 
woraus sich, wie wir früher gesehen haben, ergibt: 
2,(2) : F2,(t) = const. 
Dieser konstante Betrag kann auch unendlich groß sein. 
Es finden daher die Gleichungen statt: 


oe 
ol oz 

Ein Blick auf die Gleichung'ssysteme (I) und (la) lehrt uns, 

daß die Richtungskoeffizienten der 2r Geraden, welche paar- 
weise auf einander senkrecht stehen, und auf welchen alle 
Wendepole liegen, konstant sind. Es können daher die ge- 


nannten Geraden während der Bewegung‘ nur Parallel- 


Dann ist also: 


“== COnst, 


verschiebungen erleiden. 
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Sind « und 5b die Koordinaten des Anfangspunktes des 
beweglichen Systemes in bezug auf das in der festen Ebene 
liegende Koordinatensystem, so lauten die Koordinaten des 
(2r—1)!® Wendepoles in bezug auf das feste System nach 
dem ersten Paragraphen des ersten Kapitels: 

d’’a 
Fra N DH )=b+(- 1 +1 —— 
Es möge nun die (2r—1)!® Wendepolbahn, welche ia bei 


de 
dı?r 


den betrachteten Bewegungen eine Gerade ist, als x-Achse 
gewahlt sein. Dann gilt: 
de 2 


en dend 
Fy4+()=a+(-1) 25 deer’ Por+ılt )= Del I dt? ao 
Durch wiederholte Differentiation der letzten Gleichung 
folgt: aırd 2% N wa an+dry 
dezer ee (= ) Jeam+dr 


Wir finden nun leicht die Beziehung: 
\ da?r+Dr, 
= (—1)"( 1) de n+d»r" 
Als Koordinaten des — 1 ten Ne. finden 


wir demnach: - 


2m +ı)r en+yr 
a+( m+dr+ı @ = © pn) D+H(-IR+Dr+1l Ba 


n+Dr dem+Dr SZ 


Ist daher die (2r--1)'* Wendepolbahn eine gerade Linie, 
so sind alle (mr — 1)!® Wendepolbahnen gerade Linien, welche 
mit ‚der (2r—- 1)}tn Wendepolbahn zusammenfallen. 

Dieses Resultat haben wir früher für den Fallr=1 gefunden. 

Wir nehmen nun schließlich noch an, dab der k!® Wende- 
pol dauernd mit dem Pol zusammenfällt. Dann ist, wie aus 
den Gleichungen (la) Ba 


ie... le a 
Aus den Gleichungssystemen (I), (la) und (Ib) ersehen wir, 
daß in diesem Falle sämtliche Wendepole dem Modul % ent- 


sprechend mit dem Pol und den k— 1te2 Wendepolen zusammen- 
fallen. Da nun jetzt die Koordinaten des (k—1)!e" Wendepoles 


(6) 50-0, 9:9 = 6 
sind, so folgt außerdem, daß der (&—1)' Wendepol im Laufe 
der Bewegung im festen System seine Lage nicht ändert. 


(5) | 


a 


Aus den Gleichungen (6) ergeben sich aber auch um- 
gekehrt die Gleichungen (5). Wir können somit den Lehr- 
satz aussprechen: 

Ist der (k— 1) Wendepol während der Bewegung 
im ruhenden System ein fester Punkt, so fallen injedem 
Augenblick sämtliche Wendepole dem Modul % ent- 
sprechend mit dem Pol und den k—1 ersten Wende- 
polen zusammen. Fällt andrerseits andauernd der kt® 
Wendepol mit dem Pol zusammen, so fallen in jedem 
Augenblick sämtliche Wendepole nach dem Modul k. 
mit dem Pol und den k-—1 ersten Wendepolen zu- 
sammen. Es ist dann der (k—1)!® Wendepol ein fester 
Punkt im ruhenden Systeme. 

Dieses Resultat ist uns schon bekannt für den Fallk=?, 
bei welchem, wie wir gesehen haben, die sogenannte elliptische 
Bewegung vorliegt. 

Wie sich nun die Verhältnisse gestalten, wenn in jedem 
Augenblick sämtliche Wendepole vom n! ab nach dem 
Modul k auf k Geraden verteilt liegen, ist nach den soeben 
angestellten Betrachtungen und nach denjenigen der voran- 
gehenden Paragraphen leicht zu übersehen. Wir wollen uns 
daher hier sehr. kurz fassen. | 

Damit in jedem Augenblick sämtliche Wendepole vom 
n'®" ab nach dem Modul k auf % parallelen Greraden verteilt 
liegen, ist hinreichend und notwendig, dab die Koordinaten 
des (k—1)!e" Wendepoles den beiden Differentialgleichungen 
genügen: 

a a  )) DT”) ER 


PRIOR SR ort” (t) a (d) ze); 


Hieraus finden wir, äbnlich wie früher: 

Damit in jedem Augenblick vom nt" Wendepol ab sämt- 
liche Wendepole nach dem Modul k auf k parallelen Geraden 
verteilt liegen, ist notwendig und hinreichend, dab die Koordi- 
naten des (k—1)!en Wendepoles in bezug auf das (xy)-System 
die Form haben: | 


TE en 2 APR cos (at+ß), 
Bi Bn BR Nr ERBE SI DEOH Rsin (ai ß), 


| wobei t den Drehwinkel bedeutet. 
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Damit nun ferner in jedem Augenblick sämtliche Wende- 
pole vom nten ab nach dem Modul 2r auf 2r Geraden verteilt 
liegen, von welchen immer zwei auf einander folgende einen 
rechten Winkel bilden, ist notwendig und hinreichend, daß die 
Koordinaten des (2r—1)t Wendepoles die Differentialgleichung: 


DE dA) 0 
erfüllen. Aus dieser Differentialgleichung folgt: 
Frd=A+EY”tl), MH)=B+CyY”l) 


a eine willkürliche Funktion des Dreh- 


wobei yM(f) — 
winkels £ ist. 

Wir erhalten somit das Resultat: | 

Damit in jedem Augenblick vom n!e Wendepol ab sämt- 
liche Wendepole nach dem Modul 2r auf 2r Geraden verteilt 
liegen, welche paarweise auf einander senkrecht stehen, ist 
notwendig und hinreichend, daß die Koordinaten des (2r —1)!er 
Wendepoles in bezug auf das (xy)-System die Form haben: 


PR, M)=An+At+.. +4, +40r+06YÜ), 

a) ER Bna+Bn—ıt Tee B, De I Bu den im Gy), 
wenn man unter t den Drehwinkel und unter w(f) eine will- 
kürliche Funktion desselben versteht. 

(ranz ähnlich gestalten sich die Betrachtungen und Resultate 
für den Fall, daß in jedem Augenblick vom nt Rückkehrpol 
ab sämtliche Rückkehrpole nach dem Modul k auf k Geraden 
verteilt liegen, wenn wir von der umgekehrten Bewegung aus- 
gehen und alle unsere Aussagen in bezug auf das ursprünglich 
bewegliche System formulieren. 
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